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Q‘“ DERIVADAS.
J APLICACIONES DE LA DERIVADA

MODESTO NAVARARD

DERIVADAS

1. INTRODUCCION

El concepto se derivada se aplica en los casos donde es necesario medir la
rapidez con que se produce el cambio de una situacién. Por ello es una herramienta de
cdlculo fundamental en los estudios de Fisica, Quimica y Biologia. También en las
ciencias sociales como la Economia y la Sociologia se utiliza el andlisis matemadtico para
explicar la rapidez de cambio en las magnitudes que les son propias.

Conocer la variacién de una funcion en un intervalo grande no informa
suficientemente bien en el sentido de entender cémo se produce dicha variacion. Se
necesita estudiar variaciones de la funcion en intervalos cada vez mds pequefios para
llegar a entender el concepto de variacién instantdnea o referida a un punto, es decir
el de derivada en un punto.

Un hallazgo importante en el estudio de la derivada de una funcidn es que la
pendiente o inclinacién de la recta tangente a la curva en un punto representa la
rapidez de cambio instantdneo. Asi pues, cuanto mayor es la inclinacién de la recta
tangente en un punto, mayor es la rapidez de cambio del valor de la funcién en las
proximidades del punto.

El concepto de derivada segunda de una funcién - derivada de la derivada de
una funcién- también se aplica para saber si la rapidez de cambio se mantiene,
aumenta o disminuye. Asi el concepto de convexidad y concavidad -aspectos
geométricos o de forma- de una funcién estdn relacionados con el valor de la derivada
segunda.

La derivabilidad de una funcién en un punto (propiedad relativa a la existencia
de tangente en un punto) estd asociada al de continuidad. Este aspecto también serd
tratado en esta unidad.

Finalmente veremos la relacién que tiene la derivada con los problemas de
optimizacién de funciones. Estos problemas decimos que son de mdximo o de minimo
(mdaximo rendimiento, minimo coste, mdximo beneficio, minima aceleracién, minima
distancia, etc.).

La amistad es el mds perfecto de los sentimientos del hombre, pues es el mds libre, el mds puro y el mds profundo. 1
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El concepto de derivada lo podemos encontrar en la actualidad en
prdcticamente cualquier ciencia. La derivada, junto con la prdctica totalidad del
cdlculo infinitesimal bdsico, fue inventada prdcticamente al mismo tiempo, aunque de
manera independiente, por Newton y Leibniz.

2. TASA DE VARIACION MEDIA

© Latasa de variacién media de la funcidn y = f(x) en el intervalo [a,b] es el

cociente entre la variacién de la funcién f(x) y la variacion de la variable x en el
intervalo. Lo indicamos por TVM[a,b].

TVM[a,b] - HE)=(a)
b-a
& Interpretacion geométrica:

4 y= ()

f(b)
f(b)-f(a)

f(a) -

o) a b X

# RESUELVE
Halla la tasa de variacién media de la funcién f(x) = x* —2x en el intervalo [1,4].

3. DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

© Laderivada de la funcidn y = f(x) en el punto x = x, es el limite, si existe y es
finito, de las tasas de variacién media, TVM[a,a + h] cuando h > 0. Se
representa por f'(a)y es:

£'(a) = lim 1) =T (a)

"(a)=li
f (C() hm) X—a X—a

f(a+h)-f(a)
h

El amigo seguro se conoce en la ocasién insegura. (Ennio Quinto).
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< La derivada también se llama tasa de variacion instantdnea y nos da la medida del
crecimiento instantdneo de una funcién en un punto.

#” RESUELVE

1°- Halla, aplicando la definicidn, las derivadas de las siguientes funciones en los
puntos que se indican:

a) f(x)=x*-2x en x=1. b) g(x) :é en x=2. c) h(x)=-3x+1 en x=-1.
Solucion:

a) f-(l):,hi,%f(uhz—f(l) :“m(“h)z “2(1+h)(f-21) Pk e2h-2-2h—(-1)

h—0 h h—0 h

. h .
:Lmr:Lmh:O:f(l):O

b) Se hace por el mismo procedimiento que el anterior: g'(2) = _71: c) h(x)=-3.

4. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA DE UNA
FUNCION EN UN PUNTO

En la siguiente figura se ha representado la grafica de una funcion f y la recta
secante a ella que pasa por los puntos de abscisax = a yx = a + h.
f(a+h)-f(a)
h
variacion media de f en el intervalo [a, a + h]y es la tangente del dngulo a, que la
recta secante forma con el semieje positivo de X, esto es, la pendiente de la recta
secante a la grdfica de f que pasa por los puntos Ay B.

El cociente , como hemos visto anteriormente, se llama tasa de

! =) g
f(a+h)
3 - f(a+h)-f(a)
f(a) h
/< | | x

El tnico medio de salir ganando de una discusién es evitarla. (D. Carnegie). 3
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f(a+h)—f(a)
h

TVM|a,a+h|= =tga = pendiente de la recta secante
9 P

Como se observa en la grdfica siguiente, al hacer que h tienda a cero, el punto
B va tomando posiciones B', B”,... cada vez mds cercanas a Ay, en el limite, ambos
coincidirdn. En tal caso la recta secante pasa a ser recta tangente a la curva en el
punto A.

= tga = pendiente de la recta tangente

f(a) = LLI’%f(a+hg—f(c1)

Y

AN

y = f(x)

f(a)

0] a+h X
A

@ La derivada de una funcion f en un punto x=a es la pendiente de la recta tangente
a la curva en ese punto.

fl(a) = rnrec'ra tangente en el PunTO (G,f((l))

5. ECUACION DE LA RECTA TANGENTE Y NORMAL A UNA CURVA EN
UN PUNTO

< Para hallar la ecuacion de la recta t, tangente a la curva y = f(x)en el punto

A(a,f(a)), aplicamos la ecuacién punto pendiente de la recta:

Nuestras horas son minutos cuando esperamos saber y siglos cuando sabemos lo que se puede aprender 4
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tT=y-Yo =m(x—x0) donde x,=a, y, =f(a) ym=f'(a).

Sustituyendo estos datos en la ecuacion anterior, obtenemos:

y-f(a)=f(a)(x-0q)

© Se llama recta normal de una curva en un punto, a la recta perpendicular a la
tangente en dicho punto.

Sim es la pendiente de la recta tangente y m' la pendiente de la recta normal,
se debe verificar lo siguiente:
-1
f'(a)
& Por lo anterior, la ecuacion de la recta normal (perpendicular a la tangente en el
punto de tangencia) tendrd por ecuacién:

] ] _1 ]
tlnemm=-1>m =F:>m

1
f'(a)

n:y—f(a)= (x—a)

#” RESUELVE

1°- Halla la ecuacién de la recta tangente y normal a las siguientes curvas en los
puntos que se indican:

a) f(x)=x*-2x en x=1. b)h(x):L en x =4,

VX2 +9

a) Ecuacion de la tangente: y + 1= 0, ecuacion de la normal: x - 1= 0;
4 9 4 -125
b Vy——=—"—(Xx— y——=—-(x-4).

Solucién:

6. DERIVADAS LATERALES

© Se llama derivada por la izquierda de f en x = q, f'(a’),a:

£(a’) = lim f(a+h)-f(a)

h—0 h

También el silencio es una opinidn a veces. (Anénimo). 5
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© Se llama derivada por la derecha de f en x = a, f'(a*) ,a:

(") lim L2 =)

h—-0*t h

# La condicion necesaria y suficiente para que una funcion sea derivable en un
punto de abscisa x=a es que existan las derivadas laterales y que sean iguales.

1°)3f'(a7) y3f'(a’)

o {z°) f(a)=F(a’)

@ Silas dos derivadas laterales en un punto de una funcién existen y no coinciden, se debe a
que la curva tiene en ese punto un cambio brusco de pendiente y recibe el nombre de punto

anguloso o pico.

PUNTO ANGULOSO: f'(x;) = f'(x;) FUNCION DERIVABLE: f'(x;) = f'(xg) = f'(x,)

# RESUELVE
1 six<?2

1°- Dibuja | studia la derivabilidad de la funcién f(x) =
ibuja la curva y estudia la derivabilidad de la funcion f(x) {3)(_5 Six>2?

en el punto de abscisa x, = 2.

2°- Dibuja las curvas y estudia la derivabilidad de las siguientes funciones en x = 0.

-2 six<0

a) f(x)=x-|x| c) f(x):{2 <ix>0
-x*+1 six<O0 _ X
b) 9(x) ={1 O D F=7,

Por la calle del "ya voy" se va a la casa del "nunca". (Cervantes). 6
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Ayuda:

< Las funciones con valor absoluto hay que transformarlas en funciones a trozos antes de

-x?  six<O0

2 &ix>0

derivarlas. Asi en la funcion del ejercicio a): f(x)=x-|x|= {
X

@ Por ser funciones definidas a trozos (estdn definidas de forma diferente a la izquierda y a
la derecha de x = 0), se estudian sus derivadas laterales para saber si existe la derivada en
dicho punto.

Soluciones:

1°- Calculamos la derivada por la izquierda:

2+h)-f(2 -
f'(2‘):limf( +h)-f(2) = 1-1

.0 .
=lim =lim—=1im0=0;
h—0 h-0 h h>0h h-o0

calculamos la derivada por la derecha:
2+h)-f(2
F(2) =l TENFD) 3

h—0 h—0

6+3n-5-1_ 1103 _jim3—3
h-0 h  h-0

=lim
h—-0

(2+h)-5-(3-2-5)
h

No coinciden las derivadas laterales entonces no existe la derivada en el punto de abscisa 2.

2°-

a) Es derivable en x = 0 y su derivada es: f'(0)=0

b) Es derivable en x = 0 y su derivada es: g'(0)=0

Hariamos muchas mds cosas si creyéramos que son muchas menos las imposibles. 7
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c) f no es continua en x=0 = f no es derivable en x = 0.

d) A f(0) = No es derivable en x = 0.

7. FUNCION DERIVADA

© La funcion derivada de una funcion f dada es una funcion que asocia a cada X,
donde la funcién es derivable, su derivada f'(x):

f"R-oR f,(x):“mf(x+h)—f(x)
x — f'(x) h->0 h

#” RESUELVE

1°- Aplicando la definicidn, calcula las siguientes funciones derivadas:

a) f(x) = x° b) g(x) =/x
Solucion:
3_ 3 3 2 2, |13 _ 3

a) 1‘:.(x):“mf(x+h)—f(x):“m(><+h) X i X 3+ 3xh? 1 b’ -

h—0 h h—0 h—0 h

2 2 3
_Jim PRI AR (34 4 3¢k + b = 3%
h—0 h h—0

b) Siguiendo el mismo procedimiento que en a), fenemos que: g'(x) = 1

2Jx

Si se habla mal de tu amigo, escucha como si se tratara de ti. (Prov. de Etiopia).
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CALCULO DE DERIVADAS

PROPIEDADES FUNDAMENTALES

FUNCIONES

DERIVADAS

h(x) =f(x)+g(x)

h'(x)=f'(x)*+g'(x)

h(x)=f(x)-g(x)

h'(x)=f'(x)-9'(x)

g(x) =kf(x) ke R

g'(x)=k-f'(x)

h(x)=f(x)-g(x)

h'(x) = f'(x)-g(x)+ f(x)-g"(x)

09
nG)= 9(x)

h'(X) - fl (x)-g(x)z-f(x)-g'(x)
g9°(x)

Funcion compuesta

h(x) = fog(x) = f(g(x))

Regla de la cadena

h'(x)=f'(9(x))-g'(x)

REGLAS DE DERIVACION

f(x)=k keR 0020
f(x)=x f'(x)=1
f(x)=kx keR f'(x)=k
f(x)=x" ,neR f'(x) = nxh1
f(x)=a, +ax+ax’+..+ax" | f'(x)=q+2a,x+..+nax""
f(x) = Jx f'(x):ﬁ
on 1
f(x)=Yx f'(x)= v
f(X):ax f'(x):ax_lna
f(x)=e* f'(x) = X

Las mejor forma de librarse de un problema es resolverlo. (B. Francis).
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i ol L
f(x) =log,x f (x)-§ g
£(x)=Inx Flx)=1
%
f(x) = senx f'(x)=cosx
f(x) = cosx f'(x) = -senx
_ ' _ 2. 1 _ 2
f(x) =tgx f(x)—1+Tgx—coszx—sec X
£(x) = cosecx f'(x) = ;Z:g: = —cos X - cosec’ X = —cosecx - ctgx
f(x)=secx f'(x) = ser;x = senx - sec’ X = secx - tgx
Cos™ X
— ' =—(1 2 — - _ 2
f(x) =ctgx f'(x)=—(1+ctg’x) o - Cosec’
- 1
f(x) =arcsenx f'(x)= >
1-x
- -1
f(x)=arccosx f'(x)= >
1-x
f(x) = arctgx f'(x)= 1
1+x2
f(x) = arcctgx f'(x)= ﬁ

# DEMOSTRACION ALGUNAS DE LAS FORMULAS DE DERIVACION

a. De una funcién constante: f(x)=k,keR

£(0) = fim T ZFC i KoK i O im0 2 0. £(x) =0

h—0 h h>0 h h>0h  h>0

Para saber hablar es preciso saber escuchar. (Plutarco). 10
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b. De la funcién identidad: f(x) = X

von g f(x+h)-f(x) . x+h-x . h .
Fio0 =t PRI XXy

= f'(x)=1

c. Del producto de una constante por una funcién: f(x)=kx ke R

h(x) = lim KO R kE) e[ FOxerh) =) ]

h—0 h—0 h

=k-lim =k-f'(x)=h'(x)=k-f'(x)

h—0

f(x+h)—f(x)
h

d. De la suma de dos funciones: h(x) = f(x) +g(x)

hl(x):Lm[f(x+h)+g(x+:)]—[f(x)+9(x)]:
i R ra(xvh) - f(x)-g(x) | f(x+h)~f(x)+g(x+h)-g(x)
0 h :Llfc‘) h )

= “mf(x+h)—f(x) +“mg(x+h2—g(x) =f'(x)+g'(x)

h—0 h—0

e. De la diferencia de dos funciones: h(x) = f(x)—g(x)
[FO)-g()] =[f()+(-1)g(q] = f'(x)+[(-1)a(x)]'=
0+ () ()= ) -g'(x
f. De un producto: h(x) = f(x)-g(x)

x+h)-g(x+h)—f(x)-g(x):
h

[#(x)- g(x)] ~lim "

Sélo el que no hace nada no se equivoca. (Prov. popular). 11
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_timf(x+h)-g(x+h)~f(x)-g(x +h) + f(x)-g(x +h) - f(x)-g(x) _

h—0 h

+f(x)-2

:limg(x+h)-f(x+h2_f(x) (x+h2—g(x):

h—0

(x+h)-9(x)

— i h)-
img(x +h) -

h—0

f(x+h)-f(x) .
ARG | jim£(x)- 2 -
h h=0 lim g(x+h)-g(x)
ya que g es continua en x

=9(x)-f'(x)+9g'(x)-f(x)

8. DERIVADAS SUCESIVAS

A partir de la funcidn derivada primera se puede definir, si existe, también su
derivada, y recibe el nombre de derivada segunda.

La derivada segunda se designa por f''(x) = (f')'(x) = Lirrg Flx+ h}z —f(x) :

Andlogamente se definen las funciones derivadas tercera, cuarta, quinta, ..., n-ésima,
que se designan por f'''(x), f™(x), f¥)(x), ..., " (x).

En algunas funciones es fdcil obtener una ley de recurrencia que nos permita
calcular la derivada sucesiva de cualquier orden una vez conocidas las primeras
derivadas y utilizando el principio de induccion.

Principio de induccion

El método de induccion consta de tres pasos:

Paso 1) Comprobacién de que la formula vale para n=1, 2, ...

Paso 2) Hipotesis de induccion, que consiste en suponer que es cierta para n.

Paso 3) Utilizando los pasos anteriores y todos los conocimientos que tengamos de
matemdticas, lo probamos para el caso siguiente n+1.

La ignorancia es la noche de la mente; pero una hoche sin lunay estrellas. (Confucio). 12
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#” RESUELVE

1°- Obtén la derivada n-ésima de las siguientes funciones:

a) y =e* b)Y=% c) f(x) = ax® +bx® +cx +d

Ayuda: Calcula las primeras derivadas: y', y'', y''', ..., hasta que puedas intuir el valor de y™.
Después hay que hacer la demostracion por induccién.

Solucién:

b) y:%:x‘l, y'=-1.x?%y"=-1.(-2)-x3,y =-1.(-2)-(-3)-x*,

y™ =-1.(-2)-(-3)-(-4)-x°,...
Lo anterior lo podemos escribir de la siguiente manera:

y' = (-1 1hx?, yt = (<17 2k x 7, y T = (<1) 3k xt, y ™ = (<) 4l x,
y" =(-1)" -nlx

Aplicamos el método de induccién para probar nuestra férmula:
Paso 1) Comprobamos paran=1 =y'=(-1)-1l.x?,
n+1)

Paso 2) Aceptamos la hipétesis de induccién y™ = (-1)" -nl x ™.

Paso 3) Probamos que se verifica para el caso siguiente, n+1, para ello derivamos la igualdad
anterior

(V) =((2) b ) 5y = (1) b (=4 1)) o 0 5y = (1)

a) Siguiendo los pasos anteriores obtendremos: y" =2"e?. ¢) f"(x)=0.

9. DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD

TEOREMA: Si una funcién es derivable en un punto, necesariamente es continua
en él, es decir:

f(x) es derivable en x =a = f(x) es continuaenx =a

La mayor parte de lo que ignoramos es mucho mayor que todo cudnto sabemos. (Platén). 13
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Demostracion:

f(a+h)-f(a)
h

Como f es derivable en x = a, 3 f'(a) = Lim y el valor de la misma es un
-0

ndmero real.

c1+h)—f(c1).h

Observa que: f(a + h) —f(a) = f( x

Tomando limites para h — O en los dos miembros

f(a+h)-f(a)
h

lim[ f(a+h)-f(a)]=lim limh=f'(a)-0=0=

= lim[f(a+h)~f(a)]=0= limf(a+h)=f(a)

Llamando a+h=x,sih>0=x > a <P

a a+h
Lirrgf(a +h) =f(a) = limf(x) = f(a) = f es continua en x=a. g.e.d. (c.q.d)
—> X—>a
& "Quod erat demonstrandum" es una locucién latina que signhifica “lo que se queria demostrar” y se

abrevia "Q.E.D." Otra posibilidad es la de finalizar las demostraciones con "c.q.d." (como queriamos
demostrar / como queda demostrado).

Ley de los contrarreciprocos: p=>q< —q=-p, (= no)

& (Si f es derivable en x=a = f es continua en x=a) < (Si f no es continua en
x=a =f no es derivable en x=a)

Segln lo visto anteriormente el teorema anterior es equivalente a este otro:

TEOREMA: Si una funcién no es continua en un punto tampoco es derivable en dicho
punto.

f(x) no es continuaen x =a = f(x) ho es derivable en x =a

El ideal estd en ti; el obstdculo para su cumplimiento también. (T. Carlyle). 14
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<« Observacion: La afirmacién reciproca del primer teorema ho es cierta, es decir:

f continua = f derivable

Ejemplo de una funcion que es continua en un punto y sin embargo no es derivable en el
mismo:

Estudia la continuidad y derivabilidad de las funcién f(x)=|x| en x = 0.

Solucion:
-x s8six<O0

# Estudio de la continuidad en x =0 de f(x) =|x| = {x ix>0
i x>

lim f(x) = lim-x=0

x—>0" x—0"

lim f(x) = lim x=0 = limf(x) = f(0)= f es continuaen x =0
x—0* x—0* X

f(0)=0

-x s8six<O0

# Estudio de la derivabilidad en x =0 de f(x)=|x| = {x Six>0
i x>

f1(07) = lim f(o+h2_f(o) - im_hT_oz im = 1
h—0~ h—0" h—0"

vy FO+h)=F(0)  h-0 . h_

POl SR R

= f no es derivable en x=0

# 6rafica de la funcion: Observa la continuidad de la grdfica

Tenemos que vivir, y no solo existir. (Plutarco). 15
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# RESUELVE
1°- Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcién siguiente en x = 0: y = ¥/x .

2°- Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcidn siguiente en x = 1.

f(x)= {i

?-x  six<l1
-1 six>1
3°- Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcién definida del siguiente modo:

—x*+2 si x<0
f(x)={x*+2 si 0<x<1

3x+1 si 1<x
Solucion: Resuélvelos siguiendo el procedimiento del ejemplo anterior.
1°- y es continua en x=0y no es derivable en x = 0.

2°- f es continua y derivable en x = 1.

3°- f es continua y derivable en x=0, f no es continua en x=1, entonces no es derivable en x=1.
Luego f es continua y derivable en R —{1}.

10. DERIVADA DE UNA FUNCION A TROZOS

f(x) six<a , _ ,
y queremos calcular F'(a), es decir, la funcién

Sea F(x)= {

estd definida a trozos y queremos hallar la derivada en un punto que estd entre dos de
los trozos.

g(x) six>a

# Sequiremos el siguiente procedimiento:

1. Estudiamos la continuidad de F(x) en x=a. Si ho es continua, no serd derivable.
Pero si es continua pasamos a 2.

L . fi(x) six<a _ ,
2. Hallamos la funcién derivada: F'(x) = . Si puede ser hallada sélo

g'(x) six>a
nos queda calcular F'(a).

La paciencia tiene mds poder que la fuerza. (Plutarco). 16
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3. Para calcular F'(a) hacemos lo siguiente:

F'(a”) = lim f'(x)
a) X si existen y coinciden, ese es el valor de F'(a)
F'(a") = lim g'(x)

b) Si F'(a”)=F'(a")= 4 F'(a)

<« En el hipotético caso de que no exista F'(af) 0 F'((f) no podemos asegurar si existe

F'(a)y para saberlo tendremos que aplicar la definicién de derivada.

Ejemplos:
2 six<0
1°- Estudia la derivabilidad de f(x) = {x I X< enx=0.
senx six>0
Solucion:

1. Estudiamos la continuidad de f en el punto x=0

lim f(x)=0

x—>0"

lim f(x) =0 = limf(x) = f(0) = f es continua en x =0
x—0%t X

f(0)=0

2. Hallamos la funcién derivada

2x six<0
cosx six>0

0= |
3. Ahora vamos a calcular la derivada en el punto x=0

f/(07) = lim (2x)=0 |
f'(0) = lim cosx =1 =20

e six<0

, . Estudia si es continua y derivable en
1-x six>0

2°- Dada la funcién f(x) = {

todo R.

Los buenos no necesitan que se les defienda. (Plutarco).
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Solucion:
a) Estudiamos la continuidad de f.

Six<0 = f(x)=e™, funcién exponencial, continuaen Ry, por tanto también en
(~2,0).

Si x>0 = f(x)=1-x, funcidn polinémica, continua en Ry, por tanto también
en (0,+w0).

Para ser continua en x = 0 debe verificarse:

lim f(x)=e? =1

x—0"
lirréf(x) =f(0)=1lim f(x)=1-0=1;=f es continuaen x =0
x> x—0%

f(0)=e?=1

b) Estudiamos la derivabilidad de f.

-e Si 0
Si x#0, la derivada de f vale: f'(x) = € ,I X<
-1 six>0
En x = 0, buscamos si existe la derivada de f
f'(07) = lim (-e™)=-1
o = £(0)=-1
f'(07) = lim (-1) =1
x—0"
Luego f es continua y derivable en R .
#” RESUELVE
xésent  six =0
1°- Estudia la derivabilidad de g(x) = X enx=0.
0 six=0

2°- Estudia la continuidad y derivabilidad de f(x) = ‘xz - 4‘ en R.

Si tienes un problema que no tiene solucidn, ¢para qué te preocupas? Y si tiene solucidn, ¢para qué te preocupas? 18
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3°- Halla el valor que ha de tener m para que la funcién f(x) sea derivable en x=1.

3-mx? six<l1

f(x)=7 2 .
— six>1
mx
a si x<0
4°- Halla ay b para que la funcién f(x) sea continua: f(x)=Jax+b si O0<x<1
4x si xx1

Para los valores de a y b obtenidos, estudia la derivabilidad de f.

5°- Calcula my n para que la siguiente funcion sea derivable en todo R:

2

x2+3x+m x<-1
f(X)={
X° —nx x> -1

Solucion:

1°- La funcién g es continua y derivable en x = 0.

2°- La funcion f es continua en Ry derivable en R -{-2,2}.
3°- Solucion: m=1

4°- a=2 y b=2. F es derivable en R-{0,1}

5°-m=0y n= -3

11. DERIVACION EN FORMA IMPLICITA

A veces es dificil e incluso puede ser imposible "despejar la y" en la funcién o
curva que se va a derivar. Entonces se deriva miembro a miembro utilizando la regla de
la cadena.

Ejemplo:
. 2 2 , —2X —X
Halla la derivada de x“ +y“ = 1: 2x+2yy'=0;, y=——=——
2y Y
Para obtener el valor de la derivada en un punto concreto, debemos conocer las
coordenadas de dicho punto. Para conocer y'en (0, 1) tendriamos y' = _TO =0.

# RESUELVE
1°- Obtén la siguiente derivada implicita y después halla su valor en el punto (1,0).

x*+y?-2x-4y+1=0

Cuando el carro se ha roto, muchos os dirdn por dénde no se debia pasar. (Proverbio turco). 19
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Solucion: 2x+2yy'-2—-4y'=0.Enel punto (1,0), y'=0.
12. USO DE LOS LOGARITMOS EN LA DERIVACION

Si tenemos que derivar una funcion logaritmica, ahorraremos muchas
operaciones aplicando las propiedades de los logaritmos.

1. In(A-B)=InA+InB 3.In(A")=n-InA
A 1
2. ln(—):lnA—InB 4. In(\/"A):—-A
B n
Ejemplo:

, . . - . 1+
Aplicando logaritmos, calcula la derivada de la siguiente funcién: y =In3 (1 xj
- X

Solucion:

Desarrollamos el logaritmo del segundo miembro

y:—l G+§j :%-Z-IniH; 2[In1+x) In(1-x)]

Derivamos la expresion anterior

B8 S T A O B
Y73 1 x 1-x 3U+x 1-x) 3 (1+x)(1-x) 3 1-%°
__ 4
3(1-x%)
# RESUELVE

1°- Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y:|n4/x+5 b)yzxsenx c)y:ln 1+ senx
1-senx
Soluciones:
1 senx
b l senx' —
a)y= 4(x+5) )y= (cosx nx X j )y= cosx

Si te sientas en el camino, ponte de frente alo que aun has de andar y de espaldas a lo ya andado. (Proverbio chino).20
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APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

1. CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE UNA FUNCION

© Funcion creciente en un intervalo abierto (a,b):
Una funcién es creciente en un intervalo (a,b) si para todos los pares de puntos
X, %, €(a,b), tales que x, < x,, se cumple que f(x,)<f(x,).

def
Simbélicamente: f es creciente en (a,b) <=V X;,X, €(a,b), si x;, <x, = f(x;) < f(x,)

y=f(x)

f(b)

f(x2)

f(x1)

f(a)
O a X1 X2 b X

© Funcion decreciente en un intervalo abierto (a,b):
Una funcién es decreciente en un intervalo (a,b) si para todos los pares de puntos

X, X, € (a,b), tales que x, < x,, se cumple que f(x;,)> f(x,).

def
Simbélicamente: f es decreciente en (a,b)«<=V X;,X, €(a,b), si x, <x, = f(x,) > f(x,)

f(a)

f(x1) y=f(x)

f(x2)

f(b)

lo] a x4 X2 b x

No hay drbol que el viento no haya sacudido. (Proverbio hindd). 21
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© f escreciente en un punto xo <> existe un enforno de xq, donde f es
creciente, es decir, una funcion f es creciente en un punto xo, si existe un
intervalo centrado en xo, (Xo-h, Xo+h) para el que la funcion es creciente.

f(xo0)

AY

L
( 7
Xo-h X0 xo+h

© f es decreciente en un punto xo< existe un entorno de xo, donde f es
decreciente, es decir, una funcién f es decreciente en un punto xo, si existe un
intervalo centrado en xo, (Xo-h, xo+h) para el que la funcion es decreciente.

f(xo0)

§ )
xo-h X0 xoth

Relacion del crecimiento de una funcion y su derivada

TEOREMA 1

« f es derivable y creciente en x, = f'(x,) >0

* f esderivable y decreciente en x, = f'(x,) <0

A continuacién vamos a ver tres funciones cuyas derivadas son nulas en x = O:

La amistad es siempre una responsabilidad grata, nunca una oportunidad. (K. Gibran). 22
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f(x)=x° f(x)=-x°
f'(x)=3x? f'(0)=3-0°=0 f'(x)=-3x* f'(0)=-3-0°=0
f(x)=x°

f'(x)=2x, f'(0)=2-0=0

y. sin embargo, la primera es estrictamente creciente en x = O; la segunda es
estrictamente decreciente en x = O y la tercera no es ninguna de las dos cosas
anteriores en x = 0.

“ Observa que si la funcién tiene derivada nula en un punto, xo, f'(x,) =0, o tangente
horizontal en xo, no podemos afirmar nada sobre el crecimiento y decrecimiento.

Criterio para identificar tramos crecientes o decrecientes a partir del signo de la
derivada

TEOREMA 2

f'(x) >0 = f es creciente en x,

f'(x,) <0 = f es decreciente en x,

Nuestro cardcter es el resultado de nuestra conducta. (Aristételes). 23




PROFERSORA: Ana Cristina Ruiz Martin
2° BACHILLERATO MATEMATICAS II BLOQUE I ANALISIS

Como consecuencia del teorema anterior, para determinar los intervalos en que
la funcién es creciente o decreciente, tenemos que estudiar el signo de la primera
derivada. Para ello:

1. Se calcula el dominio y los puntos de discontinuidad.

2. Se calcula la primera derivada de f(x) y se resuelve la ecuacién que se obtiene de
igualarla a cero.

3. Se divide el dominio de definicion de la funcién en intervalos abiertos que tienen
por extremos los ceros de la primera derivada y los puntos de discontinuidad.

4. Se estudia el signo de la primera derivada en cada uno de esos intervalos (dentro
de cada intervalo el signo de la primera derivada es el mismo).

5. Donde la derivada tenga signo positivo la funcion es creciente (/') y donde tenga
signo negativo la funcidn es decreciente (\)
Ejemplo:

1

Estudia la monotonia (crecimiento y decrecimiento) de la funcién f(x) = Ziox’
X° +2X

Solucion:
1. Calculamos el dominio y los puntos de discontinuidad.

X*+2x=0x(x+2)=0< x=0, x=-2 = Dom(f)=R-{-2,0}

2. Hallamos los ceros de la primera derivada: f'(x) = —(2x—+22
(x* +2x)
—(2x+2
Si f'(X)ZOQ(X—Jrz=O:—(2x+2):o:>x:_1
X? +2x

3. Ordenamos los puntos donde la derivada es cero y donde la funcion no estd
definida: -2<-1<0

Construimos la siguiente tabla:

El que busca las culpas de los otros no ve las propias. (Gandhi). 24
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valores de x (—0,-2) (-2,-1) (-1,0) (0,+00)

signo de f'(x)

crecimiento

Estudiamos el signo de la derivada en cada intervalo tomando un Unico valor del mismo
y hallando el sigho de f'en dicho valor (el signo de la 1* derivada es igual en todo el
intervalo):

En (—0,—-2), signo de f' es: f'(-3) = 2:(-3)-2 5 A (positivo)
(-3 +2:(-3)) *
En (-2,-1), signo de f' es: f'(-1'5)= 2 .2(_1 5)-2 - _ Iy (positivo)
(-1'5) +2-(-15)] *
En (-1,0), signo de f' es: f'(—0'5) = 2 .2(_0 °)-2 > =— = — (negativo)
((-0'5) +2-(-0'5))  *
En (0,+x), signo de f' es: f'(1) :L_Zz = — = — (negativo)
(P+2:1) +
La tabla quedaria de la siguiente manera:
valores de x (—0,-2) (-2,-1) (-1,0) (0,+00)
signo de f'(x) + + — -
crecimiento / / N N

Conclusién: f crece en (—x,-2)U(-2,-1)y decrece en (-1,0)U(0,+x).
# RESUELVE

Estudia la monotonia (crecimiento y decrecimiento) de las siguientes funciones:

a) f(x)=2x+1 b)y:ﬁ c) g(x)=|x -1

No hay nada tan fdcil que no resulte dificil cuando se hace de mala gana. (Terencio). 25
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Solucién:

a) f creceen R; b) f decreceen R—{1}; c)f decrece en (—x»,1) y crece en (1,+x).

2. EXTREMOS RELATIVOS

© Definicion de mdaximo relativo:
Una funcidn f tiene en x,un mdximo relativo < existe un intervalo

centrado en Xxo, (Xo-h, Xoth), tal que V x € (X, —h,X, +h), f(x)<f(x,).

= f(x,) es el mayor valor de la funcién en dicho entorno.

& Decir que f tiene un mdximo relativo en X, < f crece ala izquierda de x, y f
decrece a la derecha de X, .

© Definicion de minimo relativo

Una funcién f tiene en x,un minimo relativo < si existe un intervalo
centrado en xo, (Xo-h, Xoth), talque V x € (X, —h,x, +h), f(x) > f(X,).

= f(x,) es el menor valor de la funcién en dicho entorno.

 Decir que f tiene un minimo relativo en x, <> f decrece a la izquierda de x,y f
crece a la derecha de X, .

MAXIMO RELATIVO MINIMO RELATIVO

& Observa que utilizamos el término relativo porque estamos estudiando puntos
cuyas imdgenes son mayores o menores que las de su entorno, pero éstas no tienen
por qué corresponder con los valores mayores o menores que la funcidn alcanza en
todo su dominio, en cuyo caso utilizariamos el término absoluto.

La sinceridad no obliga a decirlo todo, sino a que lo que se dice sea lo que se piensa. (Angel Ganivet). 26
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© Una funcién f tiene un maximo absoluto en un punto xo si para cualquier valor x
del dominio de la funcién se cumple que f(x) < f(x,) .

© Una funcién f tiene un minimo absoluto en un punto xo si para cualquier valor x del
dominio de la funcién se cumple que f(x) > f(x,).

Ejemplo:
Y
f(xa) y=f(x)
f(xe)
f(x2)
f(xs) /
X1 X2 X3 |0 X4 X5 Xe
| £(x3)
f(x1)
Mdximos relativos: xz, X4, X Minimos relativos: x3, X5
Mdximo absoluto: x4 Minimo absoluto: x;

& Los puntos mdximos o minimos relativos se llaman fambién maximos o minimos
locales, extremos relativos.

@ Los puntos xo donde la derivada f'(xo) se anula se llaman puntos singulares.

& Por punto critico se entiende: un punto singular, un punto donde no exista la
derivada o un punto extremo a 6 b del dominio [a,b] de definicidn de la funcién.

TEOREMA
1°) f'(x0) =0

f tiene un mdximo relativoen x, << _ "
2°) f''(%,) <0

No soy un ateniense, hi un griego, sino un ciudadano del mundo. (Sécrates). 27
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Demostracion:
Condlicion necesaria (=)

Como f tiene un mdximo en X, , entonces f crece ala izquierda de X,y f decrece a la
izquierda de X, .

Si f crece ala izquierda de X, = f'(x,) > 0.
Si f decrece a laderechade x, = f'(x,)<0.

Como f es derivable en X, , la derivada por la izquierda y por la derecha tienen que
coincidir: f'(xa) = f'(xg) = f'(x,)=0.

Y Y|

f
\ 9’
(o) N
Grafica de f'

f' ala izquierda de X,es positiva, en X,es ceroy a la derecha de X, es negativa por
q 0 0 Y 0 9

o] Xo X
Grdfica de f

tanto f'es estrictamente decreciente en X, , luego f''(x,) <O.

Condicion suficiente (<)

r—‘p\——\
(%) :Li_r)\gf (% +h£_f (%) = f""(x,) :LTAM como f'es continua en
X, . por ser derivable en x,, M<O
f'(xo +h)

Sih<0, x, +h<x,, como <0 = f'(xy+h)>0= f crece ala izquierda

h
de X, .

Un fracasado es un hombre que ha cometido un error pero que ho es capaz de convertirlo en experiencia. (E. Hubrard)
28
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—fl(xo +h) <0=f'

Sih>0, x, <X, +h, como n

(Xo+h) <0 = f decreceala

derecha de X, .

Como f crece a la izquierda de X,y decrece a la derecha de X, , f tiene un mdximo
en X,. cqd.

= Observa que en un maximo o un minimo relativo, cuando la funcion es derivable, la recta
tangente en ese punto es horizontal (m =f'(x) = O) .

TEOREMA
1°) f'(x,) =0

f tiene un minimo relativo en x, <
°TT2°) f'' (%) > 0

Demostracion: ejercicio.

Procedimiento para hallar los mdximos y minimos relativos

Primer procedimiento

1. Calculamos la primera derivada, f'(x).

2. Resolvemos la ecuacién, f'(x) = 0. Supongamos que las soluciones son: X, y X;.
3. Hallamos la segunda derivada, f''(x).

4. Sustituimos en f''(x) los valores x, y X, (posibles mdximos y minimos).

= Sial sustituir x, el resultado es negativo: ''(x,) < 0, el punto (x,,f(X,)) es un
madximo.

= Sial sustituir x; el resultado es positivo: f''(x,)> 0, el punto (x,,f(x;)) es un
minimo.

X2 -2x+2

Ejemplo: Halla los mdximos y minimos relativos de la funcién f(x) = I
x —

El mentiroso tiene dos males: que ho cree ni es creido. (Gracidn). 29
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2
1) Calculamos la primera derivada f'(x) = x;2>2<
(x-1)
2) Resolvemos la ecuacién f'(x)=0.
x=0
1"(x)=0:>x2—2x:0:>x(x—2):0:>{x_2
2
(x-1

4) Sustituimos en f''(x) los posibles mdximos y minimos.

3) Hallamos la segunda derivada f''(x) =

f''(0)=-2<0=(0,f(0))=(0,-2) es mdximo relativo.
f'(2)=2>0= (Z,f(Z)) =(2,2) es minimo relativo.

" Este procedimiento es mds Gtil cuando solo nos piden los maximos y minimos.

#” RESUELVE

Halla los extremos relativos (mdximos y minimos) de la funcién f(x) = x* —3x.

Solucion: Mdximo relativo (-1,2); minimo relativo (1,-2)
Generalizacion del procedimiento anterior

En ocasiones, la derivada segunda de una funcién también se anula en los puntos
candidatos a ser extremos relativos. En este caso tendremos que calcular las
derivadas sucesivas de la funcién hasta encontrar la primera que no se anule. Si esta
es de orden par existe mdximo o minimo, segtn el siguiente esquema:

Supongamos que f'(x,)=f'" (%) =...= F*" V(%) =0 y f?)(x,)=0.
o Si f®(x,) <0 = f tiene un mdximo en (x,,f(x,))-
o Si f®(x,)>0 = f tiene un minimo en (x,,f(X,)).

Ejemplo:

Halla los mdximos y minimos relativos de la funcién f(x) = x*.

El sabio comienza por hacer lo que quiere ensefiar y después ensefia. (Confucio). 30
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Solucion: Observando la grdfica vemos que tiene un minimo en el punto (0, 0)

Hallamos las derivadas sucesivas de f(x) = x* en el punto x = 0.

f'(x)=4x*, f'(0)=4-0°=0
f''(x)=12x%, f''(0)=12-0? =0
f'''(x)=24x, f'''(0)=24.0=0

f™(x) =24, £(0)=24>0 (minimo)

# RESUELVE

Halla los mdximos y minimos relativos de la funcién f(x)=-x°+2.

Segundo procedimiento

1. Se halla el dominio de la funcién y los puntos de discontinuidad de la misma.

2. Se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcidn.

& Sien uno de esos intervalos la funcién es creciente y en el siguiente decreciente,
siendo el extremo comtn de los intervalos un punto donde f'(x) =0, tenemos un

madximo.

De humano es errar y después perseverar en el error. (Cicerdn). 31
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@ Sien uno de esos intervalos la funcién es decreciente y en el siguiente creciente,
siendo el extremo comun de los intervalos un punto donde la funcién donde
f'(x)=0, tenemos un minimo.

& Los puntos donde la funcion no sea continua o no exista serdn eliminados.
Ejemplo:

Halla el crecimiento, decrecimiento y los mdximos y minimos de la funcion
2
X
f(x) =7
x —

1
1. Hallamos los puntos de discontinuidad y el dominio de f.
Dom(f)=R-{-11}, x*-1=0= x =1 (puntos de discontinuidad)

2. Buscamos los puntos que anulan la derivada

(xzle)_z ; f'(x)=0=-2x=0 = x=0 (posible mdximo o minimo)

f'(x) =

3. Construimos la siguiente tabla:

Puntos de discontinuidad y ceros de la 1 derivada ordenados: -1 <0 <1

valores de x | (—»,-1) | -1 | (-1,0) 0 (0,1) | 1 | (1+)

f' es + + 0 —_ _

f es J J méximo | \, N\

La casilla de los valores -1 y 1 se tachan para no considerarlos como mdximos o
minimos.

Estudiamos el signo de f':

En (—0,-1) el signo de f'es: f'(-2) = ————» o
+

La amistad es un amor que no se comunica por los sentidos. (Campoamor). 32
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En (-1,0) el signo de f'es: f'(—0'5) :wa)z _ o
(-0 -1) *
-2-(0' _
En (0,1) el signo de f'es: f'(0'5) = % ==
((0By -1) *
En (1,+) el signo de f'es: f'(2) = LZZ - =
(22-1) +

La funcién f es creciente en (—o,-1)U(-1,0)y f es decreciente en (0,1)U(1,+x).
Por tanto, la funcién tiene un méximo relativo en el punto (0,f(0))=(0,0).

& Este procedimiento es mds Util cuando sélo nos piden estudiar el crecimiento y los maximos
y minimos.

# RESUELVE
Dada la funcién f(x) = 2x , halla:
x? +1
a) Crecimiento y decrecimiento. b) Mdximos y minimos.

Solucién:

a) Crece en (-1,1) y decrece en (—«,-1)U(1,+); b) minimo (-1,-1), mdximo (1,1).
Observacion:

& Los puntos angulosos (picos) y los puntos de discontinuidad pueden ser mdximos y
minimos relativos de una funcién f. Aunque estos no pueden ser hallados aplicando
los teoremas anteriores (la funcién no es derivable en esos puntos)y, por tanto,
deben ser estudiados aparte.

Por ejemplo, en las dos graficas que vienen a continuacion, x = O, es un minimo
relativo.

El galardén de las buenas obras es haberlas hecho. No hay otro premio digno. (Séneca). 33
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y =|x|
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2

x?-1 six<O0
f(><)={ .
X six>0

La primera funcion es continua pero no es derivable en x = O (punto
anguloso) y la segunda tiene una discontinuidad de salto finito en x = 0, y por tanto
tampoco es derivable en ese punto.

# RESUELVE

1°- Halla los extremos relativos de las siguientes funciones:

2
X X
b X)=
X _1 ) 9( ) 1_ XZ
2°- Estudia el crecimiento (monotonia) de las siguientes funciones:

a) f(x)=x*(x-3) b) g(x) = xInx

a) f(x) =

3°- Estudia el crecimiento y calcula los mdximos y minimos locales de las siguientes
funciones:

_ 2_ X
a) h(x) = x* -2x° b)y=x"-e

Soluciones:
1°- a) Minimo (2, 4); Mdximo (0, 0) b) no tiene extremos relativos.
2°- a) creciente: (-»,0)U(2,+) :decreciente:(0,2)b) decreciente(0,e )

creciente: (e, +oo)

La ciencia apenas sirve mds que para darnos una idea de la extensién de nuestra ignorancia. (Lamennais). 34
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3°- a) decreciente en:(—,-1)U(0,1) creciente en (-1,0)U(1,+%); Minimos (-1, 1), (1, 1);
Maximos (0, O) b) creciente: (—0,-2)U(0,+x), decreciente: (-2,0): minimo (0,0), mdximo
(—2,46’2)

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Muchos problemas de los que se plantean en la ciencia, en la técnica o en la
economia consisten en optimizar una funcion. Obtener el mdaximo rendimiento con
el minimo consumo, o bien, obtener los mdximos beneficios con el minimo coste. Es
decir, encontrar las condiciones éptimas.
Para resolver estos problemas, aplicamos el siguiente procedimiento:
1. Escribimos los datos y las incégnitas, y hacemos un dibujo si es posible.

2. Escribimos la funcidn que deseamos maximizar o minimizar.

3. A partir de los datos del problema o relaciones conocidas, dejamos la funcién
con una sola variable independiente.

4. Hallamos los maximos o minimos derivando e igualando a cero la derivada.

5. Comprobamos los valores en la segunda derivada.

6. Interpretamos los resultados obtenidos y rechazamos los que no sean posibles.
Ejemplo:

Se desea construir un marco para una ventana rectangular de 6 m? de superficie.
El metro lineal de tramo horizontal cuesta 20 € y el tramo vertical 30 € Calcula:
a) Las dimensiones de la ventana para que el coste del marco sea minimo.

b) El coste del marco.

Solucion

1) Escribimos los datos y las incdognitas y hacemos un dibujo.

2) Escribimos la funcion que debemos hacer minima.

Una amistad noble es una obra maestra a duo. (P. Bourget). 35
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C=2x-20+2y-30 < C = 40x + 60y

3) Dejamos la funcion anterior con una sola variable
. , 6
La relacidn entre las dos variableses: A=x-y =>6=x-y=>y=—
X

C=40x+6o-g©cz40x+¥

4) Hallamos los mdximos y minimos derivando e igualando a cero la derivada.

C'=40—3:’—20; ¢'— 0= 40-360

XZ

0=40x*-360=0=>x*=9=

= X =13

Nos quedamos con la solucién positiva, ya que ademds de ser la que tiene sentido en
este problema, es la que corresponde a un minimo, pues:

5) Comprobamos en la derivada segunda.

parax =3, C'"'= 73220 =+ (positiva)

. , . . 6
6) La solucién serd:  Dimensiones: x = 3 m, y =§

b) El costees: C=40-3+60-2=240 €

# RESUELVE

1°- Descompén el nlimero 36 en dos sumandos positivos de modo que el producto
del primer sumando por el cuadrado del segundo sea mdximo.

2°- El propietario de un inmueble tiene alquilados los 40 pisos del mismo a 300
euros al mes cada uno. Por cada 1 0 euros de aumento en el precio del alquiler
pierde un inquilino, que se traslada a otro piso mds econdmico. ¢Cudl es el alquiler
que mds beneficios producen al propietario?

3°- Se desea construir una caja abierta de base cuadraday con un volumen de 500
litros. ¢Cudles deben ser las dimensiones de la caja para que tenga minima
superficie y, por tanto, minimo coste?

Se puede engafiar a algunos todo el tiempo, y a todos algdn tiempo, pero no se puede engafiar a todos todo el tiempo. 36
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4°- La produccidn de cierta hortaliza en un invernadero (Q(x) en kg) depende de la
temperatura (x en °C) segun la expresién Q(x) = (x + 1)%(32 - x).

a) Calcula razonadamente cudl es la temperatura éptima a mantener en el
invernadero.

b) ¢Qué produccién de hortaliza se obtendrd?

5°- Queremos construir unos botes cilindricos de metal con tapadera. El coste del
metro cuadrado del metal empleado en la tapadera es la mitad que el del empleado
en el resto del recipiente. Si queremos que los botes tengan una capacidad de 10
litros, ¢codmo debemos construirlos para tener un coste minimo?

Soluciones:

1°- primer sumando igual a 12 y el segundo es 24

2°- para que el beneficio sea mdximo, debe poner el alquiler a 306'25 euros.
3°- base de 10 cm.de lado y altura 5 cm

4°-a) 21°C.; b) 5 324 kg.

5°- radio 1,28 dm; altura 1,94 dm.

CURVATURA Y PUNTOS DE INFLEXION

Estudiar la curvatura de una funcién consiste en hallar los intervalos en los
que es céncava, (U),y convexa, ().

La definicién de concavidad y convexidad no estdn unificadas dentro de las
matemdticas. Lo que nosotros llamamos céncavo, (U), otros lo pueden llamar

convexo, (), y al revés. Nosotros seguimos la mds extendida.

Definicion de concavidad

© Una funcién es céncava, (), en un punto de abscisa X, , si la funcién estd por
encima de la recta tangente en todos los puntos de un entorno reducido de X, .
(puntos proximos a X, )

© Una funcién es céncava, (U), en un intervalo (a, b) si la funcién estd por
encima de la recta tangente en cada uno de los puntos de dicho intervalo.

Y
f
6rafica de una funcion concava
O XO X
céncava

Lo que vemos todos los dias no nos admira, aunque no sepamos por qué sucede. (Cicerédn). 37
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@ Observa que en una curva céncava, (U), las pendientes de las rectas tangentes
van creciendo. Es decir f'(X)es creciente en el intervalo (a, b).

Definicion de convexidad

© Una funcién es convexa, (1), en un punte de abscisa X, , si la funcién estd por
debajo de la recta tangente en todos los puntos de un entorno reducido de X, .
(puntos proximos a X, )

© Una funcién es convexa, (), en un intervalo (a, b) si la funcién estd por
debajo de la recta tangente en cada uno de los puntos de dicho intervalo.

6rafica de una funcion convexa

(0 X0 X
convexa

@ Observa que en una curva convexa, (1), las pendientes de las rectas tangentes
van decreciendo. Es decir f'(x)es decreciente en el intervalo (a, b).

Definicion de punto de inflexion

© Un punto de inflexion es un punto donde cambia la curvatura de una funcion.
Pasa de ser céncava a convexa o al revés.

& En un punto de inflexion la recta tangente atraviesa la curva.

= En un punto de inflexion la funcidn no es céncava ni convexa sino que hay
cambio de concavidad a convexidad o viceversa.

La manera mds breve de hacer muchas cosas es hacer solamente una cada vez. (S. Smiles). 38
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Céncava

Convexa

Cuando la funcién f admite, al menos, derivada segunda, podemos estudiar la
concavidad o convexidad de la misma mediante la siguiente propiedad o teorema.

Criterio para determinar la concavidad y la convexidad

TEOREMA
Si f''(x)>0 vxe(ab)= f es cdncava (U) en (a,b)

Si f''(x)<0 Vxe(ab)= fesconvexa (N) en (a,b)

Demostracion
Nos limitaremos a ver una justificacién intuitiva de estas condiciones

Sif''(x)>0 = f'(x) es crecientey, por tanto, la funcién f es céncava

Sif''(x)<0 = f'(x) es decreciente y, por tanto, la funcion f es convexa

Criterio para determinar los puntos de inflexion

El siguiente teorema proporciona una condicion necesaria para la existencia de
puntos de inflexion.

TEOREMA

Si f tiene un punto de inflexién en ay existe f"(a), entonces f"(a)=0

No puedo ensefiar a hablar a quien no se esfuerza por hablar. (Confucio). 39
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Demostracion

Si f''(a) # O entonces serd positiva o negativa y por tanto a serd un punto de un

intervalo donde la grdfica de la funcidn es céncava o convexa, es decir, a no seria
un punto de inflexién. Por tanto para que en a haya un punto de inflexion tiene que
ser f"(a)=0.

Esta condicidn, como ya se ha dicho, es necesaria pero no suficiente, ya que puede

ocurrir que f''(a)= 0 y no haber inflexién en a; pero si f''(a) # O es seguro que
no hay inflexion.

Ejemplo: La funcién f(x) = x* tiene f'(0)=0 yen x =0 tiene un punto minimo.

El siguiente teorema proporciona una condicion suficiente para la existencia de
puntos de inflexion.

TEOREMA

Siuna funcion f tiene su derivada segunda nula en un punto de abscisa a y su
derivada tercera en ese punto es distinta de cero, entonces la funcion f tiene un
punto de inflexion en el punto. Simbélicamente:

f''(a)=0

f'*'(a) o} = f tiene un punto de inflexidn en (a.(a))

Demostracion

Si f'''(a) =0, puede ser f'''(a) >0 o bien f'''(a) < 0. Hacemos la
demostracién para el caso en que f'''(a) > 0. Tenemos:

Si f'''(a) >0 = f''(x) es creciente en un entorno de a; por hipétesis: f''(a)=0
Entonces se verifica: f''(a—h)<f''(a)=0<f""(a+h)

Por ser f''(x) <0 alaizquierda de a, f(x) es convexa, (), a la izquierda de a.
Por ser f''(x)> 0 aladerechade a,f(x) es céncava, (U), a la derecha de a.
Luego tiene un punto de inflexién en x=a. c.q.d.

Cuando se apunta a la Luna, el tonto se queda mirando al dedo. (Proverbio chino). 40
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Caso general

Cuando se anulan los primeras derivadas en un punto de abscisa xo, existe
punto de inflexion si la primera derivada no nula, de orden superior a 2, es impar.

Supongamos que f'(X,)=f''(Xy) =...= f?V(x,) =0y f"(x,) # 0 = f tiene un
punto de inflexién en (x,,f(X;)).

Ejemplos:
1°- Halla los puntos de inflexién de la funcién f(x) = x* —2x> —12x°.

Solucion

Cuando nos piden solamente los puntos de inflexidn es mds fdcil hacerlo aplicando
el teorema anterior que dice:

f''(a)=0

f'*'(a) o} = f tiene un punto de inflexidn en (a.(a))

Derivando sucesivamente f(x), se tiene:
f'(x) =4x’ - 6x* -24x, f''(x)=12x*-12x-24, f'''(x)=24x-12

Resolvemos la ecuacion
2

-1

f"(x)=0:>12x2—12x—24=0:>x2—x_2:oz>x:1ix@:1i3:{

2 2
Como f'''(2)=24-2-12 =0 = (2,f(2)) = (2,—48) es un punto de inflexisn.

Como f'''(-1)=24-(-1)-12 0 = (-1,f(-1)) =(-1,-9) es un punto de
inflexion.

2°- Estudia la concavidad y convexidad y los puntos de inflexién de la siguiente
X

1-x

funcion: y = 5

Solucion

Cuando en un ejercicio nos pidan hallar la concavidad, convexidad y puntos
de inflexidn el problema se resuelve mds fdcilmente, mediante el siguiente
procedimiento:

El entusiasmo logra en un dia lo que la razén no consigue en mucho tiempo. (Jean Louis Alibert). 41
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a) Hallamos el dominio y puntos de discontinuidad:
Dom(f)=R-{-11}, 1-x* =0= x* =1= x =+1 Puntos de discontinuidad
b) Hallamos los ceros de la segunda derivada (posibles puntos de inflexidn)

1+x° o bx+2x°

Para ello calculamos las dos primeras derivadas: y'=——, y'=———
(1-x) (1-x)

3
y":O:%zo:émzﬁ —0=2x(3+x%)=0=
1-x
2x=0=>x=0
3+x% =0 (no tiene soluciones reales)

¢) Ordenamos de menor a mayor los puntos de discontinuidad y los posibles puntos
de inflexién (cerosde y''):  -1<0<1

d) Construimos la siguiente tabla:

valores de x | (—o,-1) | _1 | (-1,0) 0] (0.1) |1 (1,+)
fl I(x) es =F - 0 o —
f(x) es (V) (N) | Punto de Inflexién| (U) (N)

Los puntos de discontinuidad se tachan para no ponerlos como puntos de inflexién.

Los puntos de inflexién son aquellos puntos del dominio donde la curva cambia de
céncava a convexa o de convexa a concava.

Para hallar los intervalos de concavidad y convexidad estudiamos el signo de la
segunda derivada:

3
En (—oo,-1): -2e&(—o,-1), y''= 6-(2)+2:(-2) = E =+ (positiva)

(1-(-27)

En(-1,0): -0'5¢(-1,0), y''= = — = — (negativa)

Cada uno es hijo de sus obras. (Miguel de Cervantes). 42
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6-(0'5)+2-(0'5)’
En(0,1): 05¢(01), y'= ( )+ g - ) = — =+ (positiva)
(1-(0'5Y)
. . 3
En (1,+0): 2e(l,40), y'= % _r__ (negativa)

e) La funcidn es concava (U) en (—,-1)U(0,1); convexa (N) en (-1,0)U(1,+) y
(0,0) es un punto de inflexién.

# RESUELVE

1°- Calcula los puntos de inflexién de las siguientes funciones:

x2

x-1
2°- Calcula los intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexién de las
siguientes funciones:

a)y=x’ b) f(x) = x° +3x* ) g(x) =

2x
x2+1

a) y =x*Inx b) f(x) =x"* - 6x* c) g(x) =

Soluciones:

1°-a) (0,0) b) (-1,2) ¢) No tiene

2,3
2°- a) céncava (U) en (ef%,+oo); convexa () en (O,ef%); punto de inflexién [e%,?’Te]

b) céncava (U) en (—o,-1)U(1,+); convexa () en (-1,1): puntos de inflexién (-1,-B), (1,-5)

c) céncava (U) en (—«/5,0)U(x/§,+oo); convexa (M) en (—oo,—ﬁ)u(o,ﬁ); puntos de
inflexién (0,0), (—\/5,#;5), (ﬁ,#)

REGLA DE L'HOPITAL

Esta regla, fundamental y muy potente para el cdlculo de limites indeterminados,
es, en realidad, un teorema que se enuncia a continuacion.

Silimf(x)=0, limg(x)=0 y existe el lim fzg , entonces también existe
X—a X—a x_mg

Iimm y se cumple que IimM =lim f,(x) :

X—a g(x) X—a g(x) x—>09 (x)

De cuando en cuando un tonto, por casualidad, debe tener razon. (Willian Cowper). 43




PROFERSORA: Ana Cristina Ruiz Martin
2° BACHILLERATO MATEMATICAS I BLOQUE I ANALISIS

Demostracion

Si existen f'(a) y g'(a) y ademds es g'(a) # O, la demostracién es sencilla:
Como f y g son derivables en x=a, también son continuas:
f(a)=limf(x)=0y g(a)=limg(x)=0

Entonces:
f fO-f@) i R N
) _PBX)7Hd)__x-q i - lim—-X=4 im ) _ Jim 1%
9(x) g(x)-g(a)  9X)-9(a) ~ *g(x) *Eg(x)-9(@)  +Bglx) By (x)
X—a X—a

Generalizando

/ . (4 . . . O
Ademds de su aplicacion a las indeterminaciones ) y X —> a,laregla

. . . L . too
anterior se puede ampliar a los casos de indeterminaciones del tipo (+—j y
100

X — oo .

Para poderla aplicar a los restantes casos indeterminados debemos antes
transformarlos en alguno de estos dos.

Con frecuencia, después de aplicar la regla de L'Hopital una vez, se llega a
otra indeterminacidn, por lo que, si se quiere, se puede aplicar de nuevo y repetir el
proceso tantas veces como sea conveniente.

CASOS DE INDETERMINACION
0

0 0 0
ol % O o|w-—o]|0 0 1°

0

0 A
e Caso ) : Se aplica directamente la regla de L'Hopital las veces que sean

necesarias.

senx’? ,0, 2xcosx? . )
lim——="=" = lim =limcosx® =1
x—>0 X O . ,x—>0 2X x—0

Solo por el respeto a si mismo se logra el respeto de los demds. (Fedor Dostoievski). 44
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Q0
e Caso —: Se aplica directamente la regla de L'Hopital las veces que sean

o0
hecesarias.
1
Inx 0 %
lim > ="' - |imX=0
x—0 X +4 o0 'g‘. ,x—>w2x

e Caso 0-o0: Para aplicar L'Hépital se transforma el limite en uno de los casos
anteriores.

Si limf(x) =0y limg(x) =, entonces

fim[(x)- g(x)]="0-oo" = lim 1<) o =lim 9% 9X) v Lu | 'Hpital
x—a —a x—a o0
g9(x) (X)
= Debes dejar en el numerador la funcion que invertida tenga la derivada mds dificil.
Ejemplo:
1
lim x-Inx="0-00" = lim lnlx "I~ im Ll = lim (-x)=0
x0T x—0t L S Y L'Hépital x-0" 71 x—0"
X x°
* Caso ©—o0:
Si limf(x)=w y limg(x) =, entonces
11
. " " . Q(X) f(X) ||O|| AL
Ll_ri\][f(x)—g(x)] ="00— 00" = le_rgf ="9 = L'Hopital

g(x)-f(x)

® A veces este tipo de problemas se resuelven reduciendo a comdn denominador las
fracciones, no siendo necesario usar la transformacién indicada arriba.

Ejemplos:
(L L)oo i ey ey x 0.
x>0\ X  senx x50 xeo Xsenx 0 Lopital
1
%x -senx)
_ lim__CoSX = 1.0, _ lim —-senx __0_ 0
l senx +xcosx O | *x0COS X + COS X — XSenx 2

Fue hermosa aquella frase de Agripa "Jamds me serviré" yo mismo de obstdculo. (Epicteto). 45
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b) Iim(zx _ij:.,oo_oo., _ lim 2xlnx—3x+3:.,9.. _
x-1 (X =1 ln X Reducimos a corlﬁll.'m denominador X—>1" (X - l)ln X 0 L Hlﬁ_rlﬁ‘ral

. 2Inx+2-3 -1
= lim =—=-

+ 1 OJr
Unx +(x-1)-=
(-1

e Caso 0%, °, 1”:
Estas indeterminaciones aparecen en limites de la forma: lim[f(x) "
X—a
@ Se resuelven aplicando el siguiente procedimiento:
.. . T (x)
Llamamos M al limite anterior, M = lim[ f(x)
X—a

Tomamos logaritmos neperianos:
InM = ln[lim[f(x)f(x)} = lim[Inf ()| =lim[g(x)-Inf (x)]="0 " L' Hopital

X—a X—a X—a
Supongamos que el limite anterior vale A, entonces:

InM =% = M=e* =lim[f(x)]"

Ejemplo:

H X _unOou, N X, _ H X 1 x| _
lim(senx)™ ="0°"; M =lim (senx)"; InM—In[IXILr(\)(senx) }:lnM—lxnir(\)[ln(senx) |-

=lim(x-Insenx) ="0- 0"
x—0

Cos X
.| Insenx o0 :  x2cosx .0
lnM:hm I _uZu = hm SC?X :hm _nu¥u =
=0 2 0 g0 1| xo0 —senx 0 it
X x2

_ i 22X oS X + x’senx 0
x>0 —CoS X 1

Por tanto, el limite vale: INM =0 =>M =e’ =1= Iirré(senx)x =1
X—

Cree mucho el que nunca miente y confia mucho el que nunca engafia. (Baltasar Gracidn). 46
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# RESUELVE

1°- Aplicando la Regla de L'Hopital halla los siguientes limites:

. 1-cos®x . X —senx . 2xX3-Bx? +7
=2 b) lim—= /2 = e
a) lx'fc‘) x? ) 0 xsenx 2 ler[\w x*+3x-5
. X4 -20x-21 . senx . 1 1
e) limx f lm(———j
d) lxl—rg x2 +11x - 42 x—0 ) xLOJr X Inx

Soluciones:a) 1; b)0; c)2; d)88/17; e) 1, f) —»

TEOREMAS DEL CALCULO DIFERENCIAL

Teorema de Rolle

Si una funciéon f es continua en un intervalo cerrado [a, b], derivable en
el intervalo abierto (a, b) y f(a)=f(b) entonces existe al menos un punto

ce(ab)/f'(c)=0.

Interpretacion geométrica

Geométricamente, este teorema significa que cuando la grdfica de una
funcidn continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el abierto (a, b) toma
valores iguales en los extremos de [a, b], entonces existe por lo menos un punto
(c,f(c)) en el que la tangente a la curva y = f(X) es paralela al eje OX.

Y
M
Y
Flarr®) fa)=F(b)
cf@)/ |
me-de-cae-
Ol a c b X 1
a c ¢ b X

No admito que la verdad esté de parte de quien grite mds. (Tagore). 47
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y
W (c.f(c) y
i f
m=M f(a)=f(b)
f(a)=f(b)
O| a c b X
Of a o b X

= Puesto que la funcidn es continua en el intervalo cerrado [a, b], segin el
teorema de Weierstrass, tiene un maximo My un minimo m en dicho intervalo.

En estas condiciones son posibles dos casos: M=m 6 m <M

En el primer caso, M =m =f(a) = f(b) = f(x), es decir, es una funcién

constante. Entonces la derivada de la funcion es igual a cero en todos los puntos
del intervalo (a, b), con lo que el teorema queda demostrado.

En el segundo caso, puesto que f(a) =f(b), al menos uno de los valores m o

M no lo toma en los extremos del intervalo [a, b], es decir, existe un punto
ce(a,b) en el cual la funcién toma el mdximo o el minimo. En este caso, como la

funcién es derivable en (a, b) entonces f'(c)=0.
Ejemplo:

1°- Comprueba si la funcién f(x) = x* — 4x cumple las hipétesis del teorema de
Rolle en el intervalo [1, 3] y halla el punto en el que se verifica la tesis.

Solucion:

a) La funcién es continua en el intervalo cerrado [1,3] porque es una funcién
polindmica y estas funciones son continuas en R.

b) La funcion es derivable en el intervalo abierto (1,3) porque es una funcién
polinémica y estas funciones son derivables en R . Su derivada es f'(x) =2x —4.

c) f(1)=f(3)=-3.
En estas condiciones se puede aplicar el teorema de Rolle y existe un punto
c €(1,3) enel que la derivada es cero, es decir f'(c)=0.

Efectivamente: f'(c)=2c-4=0=c=2¢(1,3).

No admito que la verdad esté de parte de quien grite mds. (Tagore). 48
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# RESUELVE

1°- Averigua si verifica el teorema de Rolle la funcién f(x) =|x| en el intervalo
[-1.1).
x?+ax six<3

) cumpla las
X+b six=>3 P

2°- 1) Calcula a, by c para que la funcién f(x) = {
hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 8].
2) Encuentra el punto (o puntos) correspondiente a la tesis del teorema.

Soluciones:

1°- No lo verifica porque la funcion no es derivable en x=0 e(-L1)
2°-1)a=-5 b=-9;2) x=5/2

Teorema del valor medio o de Lagrange

Si una funcién f es continua en un intervalo cerrado [a, b], derivable en el intervalo
abierto (a, b) entonces existe al menos un punto ¢ € (a,b) tal que
f(b)-f(a)

o a1

Interpretacion geométrica

Geométricamente, este teorema significa que cuando la grdfica de una
funcion continua tiene tangente en todo punto del arco AB, entonces hay por lo
menos un punto C de la grdfica en el que la tangente es paralela a la secante AB.

e
Y C
Y
C
B
/
A
# C-
A

Prueba a ser tal como dicen de ti tus aduladores. (Horacio). 49
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Demostracion

Para demostrar este teorema nos valdremos de la funcién auxiliar

s(x)=f(x)-g(x)

y=f(x)

\W

donde s(x) mide la longitud del segmento vertical entre la curva (y = f(x)) y la
secante (y =g(x)).

Por tanto:

Como g(X) pasa por los puntos (a,f(a)) y (b,f(b)) y es la ecuacién de una recta,
podremos aplicar la férmula punto pendiente: y —y, =m(x —X,)
f(b)—f(a)

ondo: d — _ _
siendo: a=X,, f(a) =y, m —

Sustituyendo los datos anteriores en la formula quedara:

g(x)—-f(a) =%z(a)(x—a) o también g(x) :%Z(a)(x—a)ﬁtf(a)
Luego, s(x) :f(x)—%z(a)(x—a)—f(a)

Esta funcidn verifica el feorema de Rolle, ya que:

Es continua en [a,b], derivable en (a,b) y s(a)=s(b)=0

Si dudas de ti mismo estas vencido de antemano. (Henrik Ibsen). 50



PROFERSORA: Ana Cristina Ruiz Martin

2° BACHILLERATO MATEMATICAS IT BLOQUE I ANALISIS
. , . . f(b)—f(a)
En consecuencia, existe algdn ¢ € (a,b), donde s'(c) = f'(c) T bTa 0
. f(b)—f(a)
L =
uego f'(c) —

El primer miembro de esta igualdad es la pendiente de la tangente y el segundo
miembro el de la secante. Ambas son iguales.

Ejemplo:

1°- Comprueba si la funcién f(x) =2x —x* cumple las hipétesis del teorema de
Lagrange en el intervalo [1, 3] y halla el punto en el que se verifica la tesis.

Solucion
a) Yy = f(Xx) es continua en el intervalo cerrado [1, 3] por ser una funcién

polinémica.

b) y = f(x) es derivable en el intervalo abierto (1, 3) por ser una funcién
polinémica y su derivada es f'(x) =2 —2x.

Entonces segln el teorema de Lagrange existe un punto ¢ €(1,3) tal que se

verifica:

f'(c)=%:2—2c=iz_o:>2—2c=—2:>—2c:—4:>c:2

# RESUELVE

1°- Averigua si verifica el teorema de Lagrange la funcién f(x) =|x —2| enel
intervalo [0, 4].

2°- Halla un punto de la grdfica y =Inx en el que la recta tangente sea paralela a
la recta AB siendo A(1, 0), B(e, 1) dos puntos de la grdfica y =Inx.

3°- Enuncia el tfeorema de Rolle. Interpretacion geométrica. Estudia si se puede
x| 11

aplicar dicho teorema a la funcién f(x) = m en el intervalo [—— }

2'2
Soluciones:
1°- No lo verifica porque la funcién no es derivable en x =2 € (0,4)

2°- Aplicamos el teorema de Lagrange al intervalo (1, e). El punto pedido es
3°- El enunciado y la interpretacién geométrica la tienes en los apuntes. No porque la

funcidn no es derivable en x =0 ¢ [—%%)

No hago el bien que quiero, pero hago el mal que odio. (San Pablo). 51
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PROCEDIMIENTO PARA ANALIZAR UNA FUNCION

Para analizar una funcién, tenemos que aplicar todas las propiedades que
hemos aprendido anteriormente. Algunas las obtenemos directamente de la funcion
y otras las obtenemos de las funciones derivadas. Las sintetizamos en la siguiente

tabla:

1. Dominio, Dom(f)

Continuidad

Conjunto de valores de la variable independiente,
X, para los que existe la funciodn.

Valores del Dom(f) donde es continua

Si la funcion viene dada por una sola férmula, el dominio y la continuidad coinciden.

Horizontales: y = k

Oblicuas: y =mx +n

2. Simetrias Calculamos f(—x)
f par = Simetria respecto del eje
'° R EICORS{E)
oY.

f impar = Simetria respecto del

P P —F(—x) = £(x)

origen O(0, 0).
3. Asintotas
VCI“TICGIQS! X =a Iim f(X):iOO
X—a

k - Xl—i>Too f(X)

) Jim £(x) =40 b)mo@zmio

c) )!H}\go(f(x)-mx):n

4. Puntos de corte con los ejes
Eje OX

Eje OY

Se hace y = 0. Puntos de la forma (x,0)

Se hace x = 0. Puntos de la forma (0,y)

Antes que a escribir, aprended a pensar. (Nicolds Boileau). 52
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5. Maximos y minimos

Monotonia (Crecimiento y
decrecimiento)

f'(x)=0
f''(a)<0=(a,f(a)) es mdximo relativo

f''(a)>0=(a,f(a)) es minimo relativo

f'(x) > 0 = creciente ./

f'(x) <0 = decreciente \

6. Puntos de inflexion

Curvatura (Concavidad y convexidad)

f'(x)=0yf''(a) 0=
(a,f(a)) es de inflexién

f''(x)> 0= f céncava (U)

f''(x) <0 = f convexa ()

7. 6rafica

Hacer el dibujo de la curva

8. Recorrido o imagen, Im(f)

Conjunto de valores que toma la variable
dependiente, y

# RESUELVE

1°- Representa grdficamente la funcién f(x) = x> -3x +2

1. Dom(f)=R y f es continuaen R.

2. No tiene simetrias

3. Asintotas: No tiene

4. Puntos de corte con los ejes: (-2,0), (1,0) y (O, 2).

5. Extremos relativos: Maximo (-1, 4); Minimo (1, 0).

6. Monotonia: Creciente en (—o,—1)U(1,+0); Decreciente en (-1,1).

7. Puntos de inflexion: (0, 2).

8. Curvatura: Céncava, U en (0,+x); Convexa, (] en (—,0)

Antes que a escribir, aprended a pensar. (Nicolds Boileau). 53
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9. Grdfica

10. Im(f) = (—o0,0)

2°- Representa grdficamente la funcién f(x) = >

1. Dom(f)=R-{2} yf es continuaen R—{2}.

2. No tiene simetrias

3. Asinfotas: x=2, y=-x-2

4. Puntos de corte con los ejes: (0, 0)

5. Extremos relativos: Maximo (4, -8); Minimo (O, 0).

6. Monotonia: Creciente en (0,2)U(2,4): Decreciente en (—0,0)U(4,+x).
7. Puntos de inflexion: No tiene.

8. Curvatura: Céncava, U en (—x,2); Convexa, (] en (2,+x)

9. Grdfica

Lo dificil no es estar con los amigos cuando tienen razén, sino cuando se equivocan. (André Mabranx). 54
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15

10+

15+

10. Im(f) =R -(-8,0)

3°- Representa grdficamente la funcién f (x) =7 2
x -

Coge el dia presente, y fiate lo menos posible del mafiana. (Horacio). 55
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1
4°- Representa grdficamente la funcidn f(x) = xe’®

La vida es fascinante: sélo hay que mirarla a través de las gafas correctas. (A. Dumas). 56
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