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cuestiones iniciales

1. Representa en la recta real los siguientes conjuntos:
a) [-1, 4] o E-1,4) e) (—es, 5]
b) (-1,4) d) £*(3, 3) f) E(3,3)

2. Estudia si los siguientes conjuntos estan o no acotados. En caso afirma-
tivo, determina, si existen, los extremos relativos, méaximos y minimos.

A=ixeRlx-21<3} B={xeR[3<x<4} C=(21u(0,2]
3. Dibuja una grafica de una funcién que responda a las siguientes ca-

racteristicas:

a) Dom f=2; Im f=[-5, +=).

b) Estrictamente decreciente en (—es, —3); estrictamente creciente en (-3, 0).

¢) Simétrica respecto del eje de ordenadas.

d) Maximo relativo en (0, 2) y minimo relativo en (-3, -5).

SOLUCIONES
1. Quedaria:
(-1, 4] 3 4
-1, 4) = 4
Ei-1, 4)= (-5, 3) = 3

E*3,3)=10,6)-{3} 3 3 6

I:_—CA:!, 5] S —

5

E+(3, 3)=1(3, 6)
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2. Lasolucion es:
A={xe R||x-2|<3}={xe R|-1<x<5)

A esta acotado superiormente por 5 e inferiormente por — 1, luego, A esta acotado.
No tiene maximos ni minimos.

B={xe R| I<x< 4}
B esta acotado superiormente por 4 e inferiormente por 3, luego, B esta acotado.
Tiene minimo, el 3.

C=i{=2,1)w10, 2]
C esta acotado superiormente por 2 e inferiormente por — 2, luego C esta acotado.
Tiene maximo, el 2.

3. La representacién queda:
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M Reflexiona sobre las siguientes conjeturas:

1. Primos gemelos. Hay infinitos pares de nimeros primos gemelos, es decir, de primos cuya diferencia es igual a 2. Ejemplo:

7 y 5 son primos gemelos, ya que 7 — 5 = 2. Encuentra cuatro pares de nameros primos gemelos.

2. Numeros primos generados. El polinomio n? —n + 41, cuya indeterminada n es entera, genera nimeros primos cuando

n va desde —40 hasta 40. Este polinomio, ;genera primos para cualquier entero n?

3. Nimero magico. Toma un numero de tres cifras. Forma el nimero que se obtiene al escribir a la derecha del anterior el

numero repetido. Este nimero de 6 cifras lo dividimos por 7 y al cociente obtenido, por 11, y al Gltimo cociente, por 13.
;Qué se observa?

4. Conjetura de Collatz o (3n + 1). Compruébala para los valores de n: 7, 12, 17 y 30.

SOLUCIONES

1.

Esta es una conjetura que esta sin demostrar.

Hasta el nimero 100 podemos encontrar varios primos gemelos: 5y 7; 11y 13; 17y 19; 29 y
31;41y43; 71y 73.

En efecto, el polinomio n?> —n+41 genera nimeros primos para valores de n comprendidos
entre — 40 y 40.

Por ejemplo:

n=25= n®-n+41=641 que es un nimero primo.

Para cualquier valor de <<n>> no genera ndmeros primos, pues, por ejemplo, para
n=41= n*-n+41=41°-41+41=41% que es un nimero compuesto, No es un nimero
primo.

Tomamos un numero de tres cifras cualesquiera, 739, y le aplicamos lo que dice el problema:

739739

—— =739
7-11-13

Observamos que obtenemos el nimero de partida. Veamos que esto se cumple con cualquier
numero y para ello partimos de un numero cualquiera xyz:

XVZXVZ =
=100 000x + 10 000y + 1 000z + 100x + 10_}-’ + 7=
=1001-(100x+ 10y+2z=7-11-13 - xyz

Por tanto, al dividir xyzxyz por 7, por 11y por 13, obtenemos el nimero de partida xyz.
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. Indicamos con X)= X)) Yy asl sucesivamente por cuestiones de escritura.
4. Indi f? f(f(x)) i i t ti d it

Para n=7

f(7)=22 ;f(7) =11 ;1%7) =34 ;% (7) =17 ; ©°(7) =52 ;1%7) =26 ; f'(7) =13 ; {%(7) = 40 ;
°(7) =20 ; °(7) =10 ;'(7) =5 ;f'%(7) =16 ;{%(7) =8;f*7)=4;1°7)=2;f%7) =1...

Para n=12
f(12) =6 :f2(12) =3 ;3(12) =10 ;f4(12) =5 ; °(12) =16 ;f°(12) =8 ;f'(12) = 4 ;
ff(12) =2 ;°(12) = 1...

Para n=17
fg17)=52 f2(17) = 26 ; °(17) = 13 ; f*(17) = 40 ; °(17) =20 ;f°(17) =10 ;f'(17) =5 ;
°(17) =16 ;1°(17) =8 ; {'°(17) = 4 ; {'(17) =2 ;{%(17) =1 ...

Para n=30

f(30) = 15 ; f3(30) = 46 ; *(30) = 23 ; f%(30) = 70 ; %(30) = 35 ; °(30) = 106 ; {'(30) = 53 ;
f%(30) = 160 ; £°(30) = 80 ; f'°(30) = 40 ; f''(30) =20 ; f'*(30) = 10 ;{'*(30) =5 ;{'*(30) = 16 ;
f°(30) =8 ;f'%(30) =4 ;f'"(30) =2 ;f'%(30) =1 ...
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

W 1. Halla el menor conjunto al que pertenecen los siguientes nimeros:

-4/3 104 -4 Jis P21 |-1614a| 9%
0 7/2 32 J6a 2/5 e H

B 2 Representa sobre la recta los siguientes conjuntos:

aA={xel|x>3yx>5} e) E={xeB|x<-1ox=3}
b)B={xeZ|x=24yx<6} f) F=ixeZ|x<30x22}
o C={xeN|x>5yx<2} g) G=l-=s, =125
d)D={xe®|x>25yx<52} h) H=(-6,-4)n[4,8)

M 3. Define por comprensién, dentro del conjunto de los numeros reales, los siguientes subconjuntos:

a) [-3.5] C) (2, +) e)E3, 1) g) %3, 1) i) EQ,3)
b) (-3, 5] d) (==, 2] f) E*3. 1) h)E-=3, 1) i E=2,1)
B 4. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) [1,5]uET, 0=[1,10 o EG, 2 ER2 1)=(1,% 6
b) -2,3] n Elx, 2)=(-1,3) d)[2, x)~[4,8]=(2, 8]

B 5. Estudia si los siguientes conjuntos estan o no acotados. Determina, si existen, los extremos superior e inferior, ademas
del maximo y minimo.

a A=(5,7) fil F=(-6, w0, 3)
i)

b) B=[-5,7] g) G= (7, +oo)

o C=[-57 h) H=[-6, 11~ (0, 3)

d) D=(5,7] ) I={xeR|x>30x<1}

e)E=(-3,1) i /={xeﬂ‘x=3%;neN}
B 6. Escribe los siguientes conjuntos en forma de intervalos y represéntalos graficamente:

aAA={xesR|lxl=3} o C={xeR|B-xl<2}

b)B={xe®|lx-21<1} d)D={xeR|2lx+ 11<5}
M 7. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) lx-21=1 b) k=3l+x-11=2 o x-2IxI-3=0

M 8. Encuentra, si existen, el supremo y el Infimo de los siguientes conjuntos:

n+2
n+1

A A={xeR!1<x<3} b)B={ nef‘i}
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SOLUCIONES

1. La solucién es:

0

12

. I— —
Son nameros naturales %27 9" Ve4 e 0O

t

Son ndmeros enteros -4 —1e/V4
Son ndmeros racionales -4/3 1,04 2/5

Son ndmeros reales Vis m2 V2

2. Queda:
al A={xe R|x>5}=(5, 4=

2

b) B={xe Z|4<x<6}=1{4, 5}
b

c) C={xe N|-5<x<2}={0, 1,2}

o
01 2

d) D={xe R|2,5<x<52}=(2,5;5,.2)
25 5.2

o) E={xeR|x<-10x23}=(==, 1)U [3, +=)

O

-1 3
f) F={xe Z|x£30x22}=Z

- *>

g G=l==-1)U[2,5 e—,

h) H=i-6, 4~ [-4, 8) =0
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. Quedaria:
a) [—3 5]={xe R|-3<x<5)}
by (=3, 5] ={xe IR| 3 < x<5}

(2, +m~—{\e R|x>2}
(—es, 2] = {xe R|x< 2
E3,1)=(2,4) ={xe R|2<x<4)

E3, 1)=1(2,4) -3} ={xe R|2 < x< 4; x = 3}
E(3,1)=1(3, 4 ={xe [R| 3 < X< 4]
E3,1)=(2,3)={xe R|2 <x< 3]
El1,3)=i-2,4) ={xe R|2<x< 4

E*-3; 0,2) = (-3,2; —2,8) — {3} = {[x e R|-3,2 <
< X<2,8 x#-3}

La solucién es:
al [1,5]wi7—x 7+x=1[1, 10 =x=3

b) (-2,3]N(x-2,x+2)=(-1,3)= x=1
) E(38,2)nE(2,1)=(1,x)=(1,5)n(1,3)=(1,x)= x=3

. Los conjuntos A, B, C y D estan acotados inferiormente por cualquier nimero menor o igual
que (- 5) y superiormente por cualquier nUmero mayor o igual que 7; luego estos conjuntos
estan todos acotados.

a)A no tiene maximos ni minimos

b)B tiene minimo en — 5y maximo en 7.

¢)C tiene minimo en — 5 y no tiene maximo.

d)D tiene maximo en 7 y no tiene minimo.

e)E(—3,1)=(—4,—2) esta acotado y no tiene maximo ni minimo.

f) F=(-6,1)u[0,3)=(-6,3) esta acotado y no tiene maximo ni minimo.

o)) G=(%,+°°J no esta cotado superiormente, por tanto, G no esta acotado.
h)y H=[-6,1n(0,3)=(0,1] esta acotado y tiene maximo en 1.

i) I={xe EK|X>3 0 x<1}=(—o0,1)U(3,+0) no esta acotado.

) J={xeR |x_i ne X = 1lli
39 27

J esta acotado y tiene maximo en 1.
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6. Quedaria:
a) =X X|= = [—3, - -
a) A={xe R||xl£3}=[-=3, 3] - .
by B={xe R||x=2|<1}=1(1, 3) o

c) C={xe R|I3—x|‘-—:2 i 2<3x<2=
S<cx<-Il=25=zx=1=1<x<5=
C=il1,5) ————
1 5
dy D={xe R|2|x+ 1|25}
BHE2X+2<5=-7<2x<3=-35<x=<1,5

D=[-3,5;15 —ea——
-3,5 1,5
7. Queda:
x-2=1
a [x=2|=1= o = x=30x=1
Xx-2=-1

bj La expresién |x — 3| + |x —1| toma los siguientes

valores: '
2x+4 six<l]
2 il=x<
=3+ [x=1]=1{ Si1=x<3
2x-4 Six=3

Las soluciones de la ecuacion |x—3|+|x+1=2 son todos los numeros reales del intervalo [1,3]

. 5 2+ 4 3
c) Si x>0 resolvemos X’ —=2x-3=0=x= <
2 -1
. s 2+4 1
Si x<0 resolvemos x* +2x-3=0&x= <
2 -3

Las soluciones de la ecuacion x*—2|x|-3=0 son 3y - 3.

8. Queda:
a) el infimo de A es 1y el supremo es 3.
b) el infimo de B es 1 y el supremo es 2.
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B 9 Analiza, en cada una de las siguientes funciones, el dominio, el recorrido, la simetria, la periodicidad, la acotacién, la mo-
notonia y los extremas absolutos y relativos.

i Y i Y i Y Y
| g ] y=o00 y=nen |~
il / i \ 2 y=i
i / i X X a3 3 X ! X
3115 4! [5] 2 ] o { -1 |0
L |yetm / \
Vot i |
) i 4 | T H
st | |
s CR A EY : y=mix) H
/i 3\ | i H
] /i A 1 L i 14
T 7 -3 of . 3 x o Jai'\ X
-2 =4 © 1 2 x i y=1ix) -.i e i >
i ! R AN o L F e el P
M 10. Estudia el dominio, la simetria y la periodicidad de las siguientes funciones:
a) flx) = x4 - 222 o = Yx? + 2 e) fx) = |sen x| a) f(x) = In (2 = 9)
b) f(x) = cos 2x d) fix) = x e f )= —> W fo) = =X
x*+4 F-Ix+12

M 11. Dibuja las graficas correspondientes a las funciones que verifican las siguientes condiciones:

a) Dom f=2 - [+2, -2}, Im f = B, estrictamente creciente en (s, -2) w (-2, 0); estrictamente decreciente en
(0, +2) v (2, +22), y fes par.

b) Dom f=2; Im f=[-3, 3); minimo relativo en (-3, =3) y maximo relativo en el punto (1, 2).
) Dom f=(0, +=); facotada superiormente por 2; maximo relativo en (2, 1) y minimo relativo en el punto {4, -1).

d) Funcién periédica con periodo 1, dominio de definicion [-3, 3] y simétrica respecto del origen de coordenadas.

B 12. Dadas las funciones flx) = 1; gx) = x* + 1; hix) = ﬁ halla las siguientes funciones:

a)gefoh b) fogeoh C)hogof

W 13. Dadala funcion f(x) = In “—] demuestra que Va, b e(-1, 1) cumple que:

X
=% a+b
f(a)»,f(b):f(hab)

W 14. Sabiendo que f(x + 1) = x2 — 3x + 2, halla f(x).

3x-1

M 15. Sean las funciones f(x) = i

yg(x)=2—-5x Compruebaque [fogl' =g~' = f,
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9. Los datos son:

Funcion Dominio Recorrido Simetria Periodi Acota. Creciente Decrec ]/i)l(atsrzi ReEl);g\e/.os
y=f(x) (-3.4) [-4, ) No No No | (-1'5:4) | (-3,-1,5) MA” (_1M5|n_4)
y=g(x) | (- ,2) R No No No No (== ,2) | No No
y=h(x) (‘[‘;"f])u (=0 | Par | No | No | (- ,8)| (3,) | M| o
v=itd | gy | =) | No No | No | (-1, =) No M'Z” No
Min
Si . 0 Maxim.
y=K(x) R (0,2] No T oo Si (0,1) (1,2) Max (1.2)
2
y=I(x) (-3,3) R Impar No No No (-3,3) No No
y=m(x) R-{2} (-4, =) No No No (== ,2) (2, o) No No
10. Queda:
Funciones Dominio Simetria Periodicidad
a) R Par No
b) R Par SiT==x
c) (= 00,—2] U [0,400) No No
d) R Impar No
e) R Par SiT==x
f) R Par No
9) (= 00,~3) U (3,40) Par No
h) R —{3,4} No No

10
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11. Quedan:
al —/ ¥ \ b "
0
-2 2 X 1 X
3
14
€ d) \ T
¥ Il / ,‘“‘\ 1" \ / ‘I"w
/A [ f Y 1'
2 [ ] \ 1" ““ J‘} \ / “‘1
1 A V2V Ve N V2N e x
| I‘1 | \ |'| \ l| \ |I|
0 2 X "U, l“."‘ ‘J 1 \/ V V

12. La solucién es:

aj u:,gor’c‘h,n;x;=|;gof’j;[h|jxj]=u;gof';( R
+ 1/

Aoty )J-o-m

b) (fegehix) =(feglhix)] =(fe g’(. X 1 1 ] )
L+ 1

= [e( o )] =1( )M]:

Xt 1) ¥+ 1

c) thegeflixi=theglfix]=thegll]l=

1
= hig(l = hiz2l = ;=

13. La solucién es:

1-a [ 1-b
f(a)=|n(mj f(b)Jn{mj

_ (1-a 1-b) 1-a|(1-b)|_, (1+ab-a-b
f(a)+f(b)_|n(1+aj+|n[1+bj_|nﬁ1+aj (1+bﬂ—ln[—1+a+b+abj (1)

- a+b
a+b 1+ab 1+ab-a-»b
f =In =In| ——— | (2)
1+ab 1+a+b 1+a+b+ab
1+ab

Como (1) = (2), queda probada la igualdad pedida.

11



14. La solucién es:

fix+1)=x"=3x+2

Hacemos x+ 1 =t=x=t-1
fih=0t-17=3t-1)+2=¢—-5t+6=
= fit) = £ - 5t+ 6, luego:

f(x)=x*-5x+6

15. La solucién es:

o (fog)ix)=flgx)] =f[2 -5x] =
3(2 — 5x) — 1 5 — 15x

4 4
5-15x 5—4y T 5 —4x
V= —————— = X = — = fog) (xl=
‘ 4 15 15
o 3x -1 3x =1 1+ 4y
* fix)= = V= =2 X=— =
4 r
; 1+ 4x
==
3
2-vy
* gX)=2-5x=y=2-5x=x= =
. 2=
=:‘g"l'_x}=
et Aeeds . o 1+ 4x
gl f =gl "xl=g l[f] =
1+ 4x
—— @ o e S
> 15 ' DT

Luego queda probado que: (fo g)™ (x) = (g7 = f)(x).

£ EDITEX
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

2_
M 16. Definey dibuja las funciones:  a) f(x) = Ix|-1+|x*+2[x]  b) glx)= ||):(| +:|
W 17. Estudia el dominio de las funciones:
X+2 In(2-x)
f(x)-ln(x—z) Q(X)—ﬁ
M 18. La figura adjunta representa la grafica de una funcion v = f(x) en el intervalo Y
[0, 2). Dibuja la gré&fica de dicha funcién en el intervalo [-2, 2) y determina su e T
expresion analitica en cada uno de los siguientes casos: !
a) fes periédica de periodo 2. E
b) fes par. 1 :
¢) fesimpar. i
(4] 1 2 X
) £+ x| . ) .
M 19. Prueba que la funcién f(x) = — es estrictamente creciente en &~
o -

Il 20. Un establecimiento de hosteleria abre sus puertas a las 9 de la noche, sin ningtn cliente, y las cierra cuando todos se
han marchado. Se supone que la funcién que representa el nimero de clientes, C, en funcién del nimero de horas que
lleva abierto el establecimiento, h, es: C = 80h — 10h2.

a) Determina el niumero maximo de clientes que van una determinada noche al establecimiento.
b) Si deseamos ir cuando haya menos de 150 personas y méas de 70, jentre qué horas debemos hacerlo?

©) Si deseamos ir cuando haya menos de 150 personas y mas de 70 y, ademds, queremos que durante nuestra estancia
disminuya el numero de clientes, jentre qué horas debemos ir?

d) ;A qué hora cierra el establecimiento?

M 21. Prueba que la funcién f(x) =

2
fo esta acotada por 0 y 1.

W 22. ;Para qué valores de a la funcion f(x) = X3 + ax es estrictamente creciente en todo su dominio de definicién?

M 23. Dibuja, si es posible, la gréfica de una funcién f que verifique f(1) = 2, f(2) =3, f(3) = 4 y que alcance enx= 1y x = 3
sendos méaximos relativos y en x = 2 un minimo relativo.

” Inx . - . : .
M 24. La funcion f(x) = e tiene un maximo relativo en el punto de abscisa e. Demuestra que se verifica: x2 < e en un entorno

reducido de e.

13
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16. La solucién es:

x| - 1si|x|-1=20

a)||x|—1|={ =

—[|x| = 1]si|x|-1<0

x—1 six=1
—x—-1s1x=-1
X+ 1si0D=sx<1
X+1 si-1=<x<0

. . X +2xsixz20
|3+ 2x]] = x +2|x|={x2—2xsi:<f:0

fix)=|[x| = 1] + [+ 2|x]| =

¥ —-3x-1six=-1
X¥—x+1 si-l<x<0
¥ ex+1 siosx<1
¥ +3x—1six=21

La gréfica de la funcion f(x) es:
.
%

14
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x% -1
e

b) la funcién g(x)= |x|+1 puede expresarse en la forma:

—x-1 six<-1
X+1 si-1=£x<0
—x+1si0=x<1
x—1 six=1

gix) =

La grafica de la funcién anterior es:

17. Queda:

X+ 2
x?.

Dom f= [xe R ~o0l=(22, 00U 0, + o)
Domg={xeR|2-x>0 y x=z-2}

= (—me, =2 (=2, 2)

15



18. Quedan:

a) Y
. M
: ! :
: 1 :
i i i
-2; -1§ o [ P) "X
' 4' <
y=Hx
=1

!'lx‘»—[_} siosx<lo-2gx<-1
2s8i1€sx<20-15x<0

b) Ay
e 5] —
: ! :
: 1 :
1 1 i
2 T o [ P X
et
~1
¥ = gix)
= )

§l =<l <X <1
gl 2 <¥E- 10T sx<d

_ -1
ax=1 ,

£ EDITEX
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=] |
| L
T N
S N |
O = b2
N A A

2

19. Si x<0 la funcién puede expresarse como f(x)= X=X x1
X
Estudiamos el signo del cociente:
fxa) —fixy) a-1l—(x;=1) x-x
2! '.1J: 2 ! 1 J:_z ' _1-0.

X2—x1 ,‘(2—,‘(1 xz—xl

Luego la funcion es estrictamente creciente en R®

£ EDITEX
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20. C=80h-10h*  C =numero de clientes; h = numero de horas a partir de 9
Hacemos un grafico que ilustre la situacion:

M.# de clientes

120

5| 1-0 n 12 | o J r 5 Horas
a)El numero maximo de clientes es de 160.
10h* —-80h+70<0 y

b) 70<80h—10h* <150 =
10h?> —-80h+150>0

[h ei1,7)
=

=he(l,3)wi5 7
he (—=o, 3)NE, + o) ] e Ll 3) =

Hay que ir entre las 10 y las 12 de la noche o bien entre las 2 y las 4 de la madrugada.
Corresponde a la zona rayada de la grafica.

c)Debemos ir entre las 2 y las 4 de la madrugada. Corresponde a la zona de la derecha, dentro
de la zona rayada.

d) El establecimiento cierra a las 5 de la madrugada.

18
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<1 Vxet

21. Veamos que 0<—;
X +1

Por un lado tenemos que

> 1< Oal ser las expresiones del numerador y del denominador

X+

siempre positivas.

De igual forma la funcién dada es menor que 1 al cumplirse:
2

<1 &x*<x*+1e0<1

X +1
Puede observarse la acotacién en la grafica
[y Y

p— 1 —

22. f es estrictamente creciente si siendo
X< X = flx) < f(x) = fix) - fix) <0
fl,\']_;l = ,\"13 + dXj
fixs) = X5° + ax,
= f',,\|_.' - f'-.'\l.-' = ,\| + cl\] - '._,\2 + c],\z.': ',,\1 - ,\3_.' + 4 !_,\1 - ,\2,'
xi—x+aix—x)<0
X=X (XT+XaXy+x3+a <0 i1

Como x; < x; = Xx; — X, < 0. La igualdad (1) serd cierta
ST+ X+ +a=0

= [a > 0], pues como x; < X,, entonces

X5+ X X + X" > 0= quedaa=>0.

19
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23. La solucién es:

24.La funcién f(x):ln—xtiene un
X

Inx 1 F<e |v¥xe Ele g)
MYl elnx<x=inx<x= X <€ |7X & &)
X e

20



