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Unidad 10 — Continuidad de las funciones
PAGINA 235

cuestiones iniciales

1. Representa graficamente la siguiente funcién y estudia su continuidad
enx=0:

—x+1si x=0

X si x>0

f(x)= [

2

2. ;Puedes definir la funcién f(x) = X

1X en algln punto de modo que f
sea continua en todo ®?

3. Estudia la continuidad de la siguiente funcién definida a trozos

e* six=0
fxX)=41—-x* si0D<x<1
X si x>1

SOLUCIONES

1. La solucién queda del siguiente modo:

Iim fix)= [lim —x+1=1=f(0)
x =07 x —= 07

w

>

Iim fix)= lim x=0=%f0)

x — 0* x— 0"

-

En x = 0 la funcién no es continua.

2. La solucion es:

o ®, xun
P » . X" —x\o/ X Ix -
Iim fx)= [lim = [Iim Xwx=0 1
x—=1 x—=1 X-— x—=1 x—1
- - . X" —=Xx\0 . XX —=1)
iim fx)= [lim = Iim —— =1
x—=17 x—1t x=1 x—17 x—1

No es continua en x=1, pues no esta definida. Evitaremos la discontinuidad, definiéndola:

2

X =X

i — six=#1
fix)y=¢ x=1

1 si x=1
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3. La continuidad queda:

Estudiamos la continuidad en x=0yx = 1.

e [im fix)= Iim e"=1
x—= 07 x— 0

Iim fix)= Iim (1=x%)=1
x— 0 x— 0"

flo)=e’=1
Luego existe l/'ng f(x)=1(0), por tanto esta funcién es continua en x=0.

e Iim fix)= Iim (1-x)=0

x— 1" x =1

im f(x)= Iim x=1
x— 17 x—=17

f1)=1-1"=0

Por tanto esta funcién no es continua en x=1 por no coincidir los dos limites laterales.
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M Utiliza los conceptos asociados a los teoremas en la resolucion de los siguientes problemas:
1. Teoremas. A partir del siguiente enunciado, que es un teorema directo, enuncia el reciproco, el contrario y el con-

trarreciproco: . 8 -
«La suma de dos nimeros naturales impares es un nimero par.»

2. Desigualdad. Demuestra que si a y b son dos numeros reales positivos, entonces se verifica |a siguiente desigualdad:

215\/5

1.7
a b

SOLUCIONES

1. La solucién queda:

Directo: Si sumamos dos nimeros impares entonces, obtenemos un nimero par.
Este resultado es verdadero: (2n+1)+(2m+1)=2(n+m+1) que es un numero par

Reciproco: Si obtenemos un ndmero par, entonces, sumamos dos nimeros impares.
Este resultado es falso. Podemos obtener un nimero par de la suma de dos pares.

Contrario: Si no sumamos dos numeros impares, entonces, no obtenemos un ndmero par.
Este resultado es falso. De la suma de dos numeros pares se obtiene un numero par.

Contrareciproco: Si no obtenemos un nimero par, entonces, no sumamos dos nimeros
impares.

Este resultado es verdadero. Si no obtenemos un ndmero par, estamos obteniendo un
namero impar. Este resultado proviene de sumar un nimero impar y otro niumero par; por
tanto, no sumamos dos nimeros impares.

2. La solucién es:

Como en la hipotesis nos dicen que a y b son dos nimeros reales positivos, podriamos decir
m=+a y n=+b;asila desigualdad dada quedaria de la forma:

2 . 2m’n?
- g smn Operando en esta desigualdad obtenemos ———<m-'n o lo que es lo
m°+n
et 3
m . n
. 2mén?
mismo, vamos a demostrar que m-n—-———=2=0.
m°+n

Operando, convenientemente, en la primera expresion obtenemos:

y como my nson ndmeros reales positivos queda

m? + n? m? +n?

probado que esta expresion es mayor o igual que cero que es lo que queriamos demostrar.

{m2+n2—2mn} (m-n)?
m-n =m-n
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

B 1. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

¥-9
by fy=1573 si x<>3(x#3)

s x=0 6 si x=3

a) f00= }5‘% g
s

B 2. Calcula &, en cada caso, de modo que las siguientes funciones sean continuas en todo 2.

1+|x| si x<0

sen(3x) sx<k ‘
a) fx) = 2 b) fx)=1k S x=0
12k+c05(2x) six>% %x+1 s x>0
B 3. Estudia la continuidad de |a funcién y = f(x), y

representada en la gréfica, en los puntos de |
abscisa x=—1, x= 1, x = 2. Si existiesen pun-
tos de discontinuidad, indica el tipo. Determi-
na el dominio, recorrido, maximos v minimos ' y=1f(x)
absolutos y relativos, si los hubiera, y asintotas.

B 4 Halla el valor de a para el cual la fundién f
dada por (ax-3)six<4ypori= + 10x =13}
si x = 4, es continua.

B 5. Halla en el dominio y estudia la continuidad
de |as siguientes funciones:

a) fix)=|x2-6x+5|
b) flx)=vd+x +V4—x

o fix)=In{x*-3x)

B 6. Determina los pardmetros a y b para que las funciones que siguen sean continuas en su dominio de definicién:

xe” six<0 1+cosx si x=0
a) fix)={ax+b si0<x<1 b) fix)=12a+x) si0<x<1
M+ xInx si xz1 bix? sixz1

W 7. Halla los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones y clasificalos:

-4 2-x s x<0
fix)= fix)=
0.7 X —2x L {e" s x>0
] In(-x) s x<-2
fex REEY sen(zx) si —2=x<2
b) f)={1-x* si0<x<1 d) fx)= R
[ 4] si 2<x<4

1 x=1
= Sl =12 3 x=4

2
M 8. Halla el valor de a para el cual la funcién #ix) = % tenga una discontinuidad evitable enx = 1.
*a3x-



SOLUCIONES
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1. La continuidad queda:

a) La continuidad en x=0.

, o ) . , )
Iim fix)= [lim 5—u= lim 5—¥=6
x— 0 x— 0 X x =0 X

. . . X ) X

Iim fix)= [lim 5——|= lim 5-—=4
x—=0" x—=0" X x—=07 X

f0)=5
No es continua en ese punto al no coincidir los limites laterales.

b) La continuidad en x=3.

) X =9\ (x4 3)(x - 3 im x+3)=6
lim h(x)= Iim = lim - “_ ) - . 3 L J
x—37 x—=3 X — X —=3 X -3

lim hix)= Ilim x+3)=6
x— 3 x— 3"

hi3)=6

hix) es continua en toda la recta real.

2. La solucién queda:

a) La continuidad en x:g.

P . . o 3T
lim fix)= [lim sen (3x) =sen — =—1
X— (/2] X—(m/2)” 2

lim f(x)= [lim [2k+cos(2x)] =2k +cosm=2k-1

x— (w2t x— (/21"
f(i) = sen ﬂ =]
\ 2 2

f(x) es continua en x = 21 si2k-1=-1=k=0.

Para k = 0 = f(x) es continua en todo R.
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b) La continuidad en x=0.

lim hix)= Ilim 1+ |x|= Iim 1-x=1
x—=0 x—=0" x—=0

lim hix)= Ilim 32 x+1)=1

x—= 07 x—=0
hi0) = k.
h(x) es continuaenx=0si k=1.

Para k = 1, la funcién hix) es continua en todo R.

La solucién es.

En x=-1,la f(x) tiene un punto de discontinuidad evitable.

En x=1, la f(x) tiene un punto de discontinuidad no evitable de salto finito.
En x=2,la f(x) es continua.

Dom f =(—e0, 1) U(1,+ )

Imf=R.

No tiene ni maximos ni minimos absolutos.
Tiene dos minimos relativos en los puntos (-1,—2)y (2,—2), y un maximo relativo en el

punto (0,0).
Asintota vertical: x=1.
Asintota horizontal: y=0.
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4. La solucién es:

- | ax -3 si x < 4
fix) = 5 .
X +10x-13 six=24

La funcion f(x) es continua en todos los numeros reales, excepto en x=4. Veamos qué
ocurre en x=4.

Iim fix)= lim ax-3=4a-3
x—4 x—4

lim fix)= lim =x*+10x-13 =11
x—=4" x—4"

fl4)=11

Para que esta funcién sea continua en x=4 se debe cumplir:

lim fix)= lim f(x)=1{(4)
x—4” x =47

Portanto,4a-2=11 = =a

w|\4

5. En cada uno de los casos:
a) Domf=R
fix)=|x* —6x+ 5| =

X —6x+5 sixX*-6x+520
~(x*—6X+5)six’—6x+5<0

Estudiamos el signo de (x*—6x+5). Los ceros de la funcion son x=1y x=5.

Luego:
X—6x+520six<lox=5

X —6x+5<0 sil<x<b5.

Por tanto:

X'—6x+5 six<lox=5

fx)=1", .
=X +6x-5si1T<x<5
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Estudiamos la continuidad de f(x) en x =1y x = 5.

e Jim f(x)= Ilim (¢ —-6x+5=0=f(1)

x—=1 x—=1

Iim f(x)= lim (X +6x-5)=0=17(1)

x—=1 x—=1"

Luego f(x) es continuaen x=1.

e Jim f(x)= Ilim (= +6x-5)=0=f(5)

xX—=5 X =5

Iim fix)= Iim (X -6x+5)=0=f(5)

x— 5" x— 5"

Luego f(x) es continua en x = 5.
Por tanto, la funcién f(x) es continua en toda la recta real.

b) Domf={xeR/4+x20y 4- x>0}
Resolvemos el sistema de inecuaciones:

4+x20
4-x<0

= x=2-4

= Solucién [—4, 4]
= x=<4

Domf={xe[-4,4]}=[-4,4]

La funcién f(x) es continua en todos los puntos de su dominio. Es decir, es continua Vv xe [—4,4]

c) Domf={xeR/x*-3x>0}={xeR/x<0 o x>3}

La funcién f(x) es continua en V xe (—e0,0)U(3,+ =)
En cada caso queda del siguiente modo:

a) Estudiamos la continuidad en x=0 y x=1. Obtenemos:

Iim xe“ =0 Iim ax+b=>b
x—= 0 x—=0"

Iim ax+b=a+bh Iim 1+x-Inx=1
x—= 1" x—=1"

Para que la funcién sea continua tiene que ser a=1y b=0.
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b) Procedemos como en el caso anterior:

Iim (1 +cosx)=2 Iim 2 (@+x)=2a
x—=0 x =0

IIm 2(@+x)=2a+2 Iim —=b
x—=1" x— 1" X

Los valores buscados sona=1y b =4.
En cada caso queda:

a) Esta funcion tiene dos puntos de discontinuidad en los ceros del denominador x=0 y x=2.

R
L . X -4

Iim tx)= lIm ———— ——c°
x—0 x—=0 X —2x
. X -4

Iim fx)= lim ———— — +e°
x =0 x—0 X —2x

En x=0 la funcién tiene un punto de discontinuidad no evitable de salto infinito.

x2—4 (x+2)

Iim fix)= Iim ———— = Iim =2
X— 2 x—=2 X —ZX X—2 X

o ) X' -4 ) (x +2)

Iim f(x)= Iim s = [lim =2
x—2" x—=2t X —2X x—2" X

En x=2 la funcion tiene un punto de discontinuidad evitable.

b) En x=1 la funcién tiene una discontinuidad no evitable de salto finito, al cumplirse:

Iim (1-x)=0 y lim x=1

x—=1" x—1"
¢) En x=0 la funcidn tiene una discontinuidad no evitable de salto finito, al cumplirse:
Iim 2-x)=2 vy lim e =1

x— 0 x—=0"

d) Veamos la continuidad en x=-2, x=2y x=4.
e lim f(x)= lim In(—x)=In2=f(-2)
X—-2" X—-2"
lim f(x)= lim sen(nx)=sen(-2n)=0=1(-2)
x—-2" x—-2"

La funcién no es continua en x=-2.
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e [im f(x)=Ilim sen(nx)=sen(2wx)=0=f(2)

x—2" Xx—2"

Iim f(x)=lim 0=f(2)

x—2" x—2*

La funciéon es continua en x=2.

o lim f(x)= lim 0#f(4)

X—4" X—4”
lim f(x)=lim x* -12=4=f(4)
x—4" x—4"

La funcién es no continua en x=4.
Los puntos de discontinuidad son x=-2 y x=4.

8. La solucién queda:

a debe valer -2, puesto que:

L ) X +Xx+a i x2+x—2®
Iim f(x)= lim —— = lim ——=
x—=1" x—1 X +3x-4 x—>1 X +3x-4

. x+2) 3
= lim ———=—

x—1 x+4) 5
o ) xX*+x+a . X2+ x-2 @
Iim t(x)= [|im — = Iim ———=
x—1" x—1t X +3x-4 x> 10 X +3x—4

. (x+2) 3
= Iim = —

x— 1t (x+4) 5

Para a=-2 la funcién tiene en x=1 un punto de discontinuidad evitable.

10



£ EDITEX

PAGINA 255

W 9. Sifescontinuaenx=2yf(2) <0, jexiste un entorno de 2 en el cual fix) es negativa?

W 10. Estudia si las siguientes funciones verifican el teorema de Bolzano en los intervalos indicados en cada una de ellas:

a fl=x2-e"+2 en [1,2] b) fix)=x-Inx-3 en [1, 3]

W 11. Analiza si las siguientes ecuaciones tienen soluciones en los intervalos dados:

a) x*-8¢+3=0en [-1,0L b) x=xsenx+cos x en [-=, =l
M 12. ;Existe un numero real para el cual la igualdad 3 sen x = e~ cos x es cierta?
W 13. Demuestra que la funcidn f(x) = x* — 8x + 2 corta al eje de abscisas en el intervalo (0, 2). ;/Puedes decir lo mismo de la

x-3,

funcion fix)= ?
x-1

M 14. Seaf una funcién que cumple f{-2) = 0, (0} > 0. ;Es siempre cierto que 3c = (-2, 0) tal que flc) = 07

M 15. Para la funcién fix) = :—_; se tiene que fi=3) = 4 y fi-1) = -2, pero la gréfica de f no corta al eje de abscisas en el
+
' intervalo [-3, =1]. Razona si esto contradice el teorema de Bolzano.

W 16. Las graficas de las funciones flx) = x* +x* y glx) = 3 + cos mx, jse cortan en algun punto?

M 17. Calcula el valor de a para que se pueda aplicar el teorema de Bolzano, en el intervalo [-1, 1], a la funcién:

X +ax+2 si x<0
f=4", :
e +1 si xz20

M 18. Prueba que la funcion fix) = e*— 1 toma todos los valores del intervalo [0, e~ 1].

W 19. Sea la funcion f(x) = x* — 1. ;Se puede afirmar que la funcién toma todos los valores del intervalo [0, 7]? ;Esta acotada
en este intervalo?

W 20. ;Es continua la funcion f(x) = % en el intervalo [0, 3]? ;Y en el intervalo [1, 3]7 ;Esta acotada en estos intervalos?

W 21. Sealafuncion f: [-1, 3] — 2 definida por f(x) = |x? - 4. ;Es continua en el intervalo [-1, 3]? Enuncia un teorema en vir-
tud del cual se pueda afirmar que f alcanza sus extremos absolutos en el intervalo [-1, 3]

W 22. Lafuncién f(x) = tg x no tiene maximo absoluto en [0, x]. ;Contradice este hecho el teorema de Weierstrass?

M 23. ;Se puede afirmar que la funcién fix) = %
X+

esta acotada en el intervalo [0, 2]7 ;Y en el intervalo [-2, 0]?

11
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SOLUCIONES

9.

10.

11.

12.

13.

Por el teorema de conservacion del signo como f(x) es continua en x=2 y f(2)#0 existe un
entorno de 2 en el cual el signo de f(x) es el mismo que en f(2), en este caso negativo.

La soluciéon queda:

a) Lafuncién f(x)=x*—e*+2 es continua en el intervalo [1, 2] y ademas f(1) >0 y f(2) < 0
es decir verifica las hipétesis del teorema de Bolzano. Por tanto Jce (1,2) de modo que
f(c)=0.

b) La funcion f(x)=x—-Inx—-3 es continua en el intervalo [1, 3] y ademas f(1) <0y f(3) < 0 es

decir no verifica las hipétesis del teorema de Bolzano. Por tanto no podemos asegurar
que exista un valor que anule la funcién en el intervalo dado.

La solucién queda:
a) La funcién f(x)=x®-8x*+3es continua en el intervalo [-1, 0] y ademés f(-1) <0 y f(0) > 0

es decir verifica las hipétesis del teorema de Bolzano. Por tanto 3ce (—1,0) de modo
que f(c)=0, es decir la ecuacién dada tiene solucién en ese intervalo.

b) La funcién f(x)=x—xsenx—cos x es continua en el intervalo [— T, 72'] y ademaés f(— 7z ) <0
yf(z) >0 es decir verifica las hipétesis del teorema de Bolzano. Por tanto podemos

asegurar que exista un valor solucién de la ecuacién en el intervalo dado.
Para demostrar que la igualdad es cierta hay que probar que la siguiente funcion
f(x)=3senx—e * cos x verifica el teorema de Bolzano.

1.° f(x) es continua en [0, 71:]
2°f0)=-1<0y f(%r) =3>0, es decir signo f(0) #

| ) T
#signo f(; ) = f(x) cumple Bolzano en [0, 7],

luego I c e (0, %r) tal que f(c) = 0.

La solucion es:
f(x) es continua en [0,2] y ademéas f(0)=2 y f(2)=—6, es decir, signo f(0)+ signo f(2),

por tanto la funcion verifica el teorema de Bolzano, luego 3 ce (0,2)/c’-8¢c+2=0, es decir,
corta al eje de abscisas.

12



14.

15.

16.

17.

18.
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No podemos decir lo mismo de f(x)=#, puesto que esta funcién no es continua en el

punto x=1; luego no es continua en [0,2], por lo que no se puede aplicar el teorema de
Bolzano.

La solucién es:

Para que sea cierto que 3ce (-2,0)/f(x)=0, la funcién debe verificar el teorema de Bolzano
que es el que nos garantiza que exista esta solucion. La funcién dada no verifica las hipétesis
del teorema por lo que no podemos decir nada de su continuidad en [-2,0].

La solucién queda:

No contradice el teorema al no ser continua la funcion en el intervalo [—3,— 1] .

La funcién presenta en x=-2 una discontinuidad no evitable con salto infinito.
La solucién queda:

La funcion h(x)=f(x)—g(x), es decir, h(x)=x*+x*-3—-cos(nx) cumple las hipétesis del
teorema de Bolzano en el intervalo [0,-2].

La tesis del teorema permite probar que efectivamente existe algin valor en (0,2) en el cual
las funciones se cortan.

La solucién queda:

Estudiemos si la funcién es continua en el intervalo [-1, 1] y para ello estudiamos la
continuidad en x=0 que es donde cambia de definicion pues en el resto es continua:

f(0)=2 ; lim(e”+1)=2 ; Ilim(x*+ax+2)=2

x—0" x—0"

Es decir la funcion es continua en el intervalo dado. Ademas f(-1)=3-a<0yf(1) >0. Por
tanto para que la funcién verifique las hipo6tesis del teorema de Bolzano se debe verificar que
a<3.

La solucion queda:
Vamos a aplicar el teorema de Darboux.
e-1=0 = x=0 ; e -1=e-1 = x=1

La funcion dada es continua en el intervalo [0, 1] luego aplicando el teorema indicado
podemos afirmar que alcanza todos los valores del intervalo [f(0), f(1)] = [0, e — 1].

13



19.

20.

21.

22.

23.

£ EDITEX

Se cumple:

X=-1=0 = x'=1 = x=1

X-1=7 = x=8 = x=2

Por el teorema de Darboux o de los valores intermedios si xe[1,2] entonces f(x) recorre los
valores del intervalo [0,7].

Por el teorema de la acotacién en un intervalo cerrado, la funcién f(x)=x*-1, que es
continua, est4 acotada en [1,2].

La solucién es:

La funcién f(x):i no es continua en [0,3], puesto que no es continua en x=0. La funcién
X

f(x)=i si es continua en [1,3], por lo que podemos asegurar, por el teorema de acotacion
X

en un intervalo cerrado, que f(x) esta acotada en [1,3].
La solucion queda del siguiente modo:

La funcién f(x) esta definida por:

Por el teorema de Weierstrass la funcién

alcanza sus extremos absolutos en [-1,3].

r—1 Puede observarse que el minimo absoluto
o es 0 y el maximo absoluto es 5.

La solucién es:

No contradice el teorema de Weierstrass, puesto que f(x)=tg x no es continua en x=g; por

tanto, no es continua en [0,x]. Debido a esto, a f(x) no se le puede aplicar el teorema de
Weierstrass.

La soluciéon queda:

La funcién dada no es continua en x=1, por tanto no es continua en el intervalo [0,2], de

donde no podemos afirmar que este acotada. En cambio si es continua en el intervalo [-2, 0]
por tanto podemos afirmar que en ese intervalo esta acotada.

14
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W24

W 25.

M 26.

27

W 28.

W 29.

Il 30.

31

W32

33

34

M 35.

Dadas las funciones fy g definidas en & por:

f(x)

_ x+lx] ()< X si x<0
C2 gu= x*si x=0

estudia la continuidad de la funcién g = f.

Demuestra que las gréficas de las funciones f(x) =e* y g(x) = il se cortan en alguin punto de abscisa positiva.
X

Dada la funcién f(x) = 2x? + 1, prueba que existe un valor ¢ perteneciente al intervalo (0, 2) de manera que f(c) :?.

x:—

La funcion f(x) = presenta una discontinuidad evitable en x = -2, ;para qué valor de a?

X rx?rax+12

Estudia el dominio y la discontinuidad de la funcién:

f(x) = |n[“z}

XZ

gt , -

X —x

Si g es una funcién polinémica, ;jqué puedes afirmar sobre la continuidad de la funcién f(x) =

Halla 2 y b para que se pueda aplicar el teorema de Bolzano a la funcién fy halla el punto ¢  (~x, 7) al que hace men-
cion el teorema:
cosx si-m=x=<0
f(x) = a+x?si O<x<l

= si 1sx<=x
X

La funcién 7 se define en [-1, 1] del siguiente modo: vale -1 si x = 0 y vale 2x° — 1 si x > 0. Explica si f verifica el teore-
ma de Bolzano.

Sea la funcién f(x) = x* + 1. Haciendo uso del teorema necesario, cuyo enunciado debes escribir, analiza si dicha funcién
toma todos los valores del intervalo [1, 5].

Demuestra que la ecuacién z* = e tiene solucién en (0, 1). ;Lo cumple también la ecuacion ¢* = e, siendo ¢ el nimero
de oro?

—x*+1si 0=sx<2
Sea la funcién fix) = * 1+ SI - X 3’ ¢es continua? Prueba que existe ¢ e [0, 3] tal que f(c)=0. ;Contradice el
X— s 2<x=

teorema de Bolzano?

1
iLafuncién flx) = - alcanza maxime y minimo absolutos en el intervalo [-1, 117 En caso afirmative hallalos.
T

XZ
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SOLUCIONES
24. La solucion es:
0 six=<O
La funcién f(x) es f(x) ={ 0 si x=0
X six=0
La funcién g o f es:
( f‘)(xJ—VO si x<0
§e X si x>0

25.

26.

27.

Esta funcion es continua para cualquier nimero real.

La solucidon queda:

Veamos si la funciéon h(x)=e*—— verifica las hipotesis del teorema de Bolzano en algin
X

intervalo que hemos de buscar. Vemos que la funcién h(x) dada es continua en el intervalo
[0,5; 1] y ademas h(0,5)<0 y h(1) > 0 por tanto aplicando el teorema mencionado podemos
decir que existe un valor en el intervalo (0,5 ; 1) en el cual la funcién se anula es decir que

f(x)=9(x).

La solucién es:

Veamos si la funcion h(x):f(x)—?:Zx3 —% verifica las hipétesis del teorema de Bolzano

en el intervalo (0,2) .La funcién h(x) dada es continua en el intervalo (0, 2) y ademas h(0)<0 y
h(2) > 0 por tanto aplicando el teorema mencionado podemos decir que existe un valor en el

intervalo (0 ,2) en el cual la funcién se anula es decir h(x)=0; f(x):E.

La solucién queda:

Para a = 4, puesto que:

o ) X —4 @
[im f(x)= Ilim - =
X— 2" X— 2" X+ X +4

(x=2)x+2)

. . (X
= [im - = lim ———— =
xo-2 X+2)X—X+6) yo 2 X —-X+6

B4
+
—_
ho

—4 1

12 3

16
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X -4

Iim f(x)= Iim

x 2% X2t X X 4+ 4x+12

) (Xx=2)x+2) ) (x—2) 1
= Iim . —= |lim ——m—=—- —
xo-20 X+2)X=x+6) x5 20 X —X+6 3

f(x) presenta una discontinuidad evitable en x=-2 para a=4.

28. La solucién queda:

-Domf:{xelR‘ X;z 0Oy x=0

Por tanto, Dom f= (=2, 0) U (0, +o).

* f(x) es continua en todos los puntos de su dominio.

29. La solucioén es:

La f(x) es discontinua en todos los ceros del denominador. En x=0; x=1; x=-1. En estos
puntos la discontinuidad de f(x) sera evitable si estos valores anulan el numerador y sera no
evitable en aquellos que no anulan g(x) . Es decir, si g(0)=0 en x=0 f(x) tiene un punto de
discontinuidad evitable, en caso contrario seria no evitable. Con x=1y x=-1 se haria igual.

30. La solucioén es:

1° Estudiemos la continuidad de f(x) en [-x, 7].

e |im f(x)= Iim cos x = cos(-m) =-1 =f(m).

x— - x— -

e |im f(x)= lim cos x=1=f(0)
x—=0 x—=0

- Y - 2
Iim fix)= lim a+x =a
x—=0" x—=0

f(x) es continuaenx=0sia=1.

P Cron P 2
e |imfx)=Ilima+x =a+1
x—=1 x—=1

Iim f(x)= lim b =£=b=fl‘1)
x—= 1" x—=1* X 1

f(x) es continuaenx=1sia+1=h.

17
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) b b .
e |imfx)= Iim — =— =f(n)
X—=7T x—on X T

Por tanto, f(x) es continua en [-7, 7], pues:
e f(x) es continua por la derecha en x = -7
e f(x) es continua por la izquierdaen x= 7

e f(x)escontinuaen (-m, m)sia=1ya+1=b=

~[=1b=2

2° f(-mr) = -1 < 0y f(mr) = 2/ > 0, por tanto
signo f(—m) # signo f(r).

La funcién f(x) verifica las hipétesis del teorema de
Bolzano paraa=1; b= 2.

‘ i
Elvalorce (-w, m)esc = -

La soluciéon queda:

=] TS0
Tl -1 six>0 '

Veamos si f(x) verifica las hipotesis del teorema de Bolzano en [-1,1] . Para ello debe
verificar:

12 f(x) debe ser continua en [-1,1] . Estudiemos la continuidad de f(x) en x=0 que es el
Unico punto en el cual puede presentar problemas.

Iim f(x) = lim (1) = £(0).

x— 0 x—= 0

lim fx) = lim 2x = 1)=-1 = f(0)

x—0" x— 0"

Como l/’rg f(x)= Iirgz f(x)=£(0) la funcién es continua en x=0 por lo que es continua en

[-1,1] .

2° f(-1)=—1<0 y f(1)=1>0luego signo f(—1)# signo f(1)

Por tanto, f(x) verifica el teorema de bolzano en [-1,1] .

18
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32. Se cumple:
X¥+1=1 = x¥=0 = x=0
X+1=5 = x¥=4 = x=4+2

33.

34.

Por el teorema de Darboux o de los valores intermedios la funcion continua f(x)=x*+1 toma
los valores del intervalo [1,5], siempre que x recorra los valores del intervalo [-2,0] o [0,2].

La soluciéon queda:

e Para ver si la ecuacion ©*=etiene soluciones en (0,1), veamos si f(x)=n*—e verifica las
hipétesis del teorema de Bolzano en [0,1].

f(x) es continua en [0,1].

. _ 0_ — _ - i )
{(0)— ?T1 e=1-e<0 = signo £(0) # signo f(1)
f(l)=n' —e=m-e>0

Por tanto verifica Bolzano y Jce (0,1) tal que f(c)=0, es decir, t°=e.

e Para ver sila ecuacion ¢*=e hacemos el mismo estudio:

f(x) es continua en [0,1].

fl0)=0"-e=1-e<0

1+V5
— e

fl)=0'-e=0—-e= < 0.

Como signo f(0) =signo f(1) no se puede aplicar el teorema y no podemos asegurar que
existe una solucién en (0,1).

La solucién queda:

La funcién f(x) no es continua en x = 2 al cumplirse:

Iim fix)= lim (X" +1)=-3
X — 2 xX—2

[im fx)= Iim (x-=1)=1
x— 2" x—=2"

Se observa que para c=1 € (0, 3) se cumple:

floo=fl)y=-1"+1=0

19
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Este hecho no contradice el teorema de Bolzano como puede verse en la grafica de la funcion:

- N W A O

3 2

El que no se pueda explicar el teorema de Bolzano no quiere decir que no exista un valor en
el que la funcién se anule, sino que no podemos explicarlo a través de dicho teorema.

35. La solucién queda:

La funcién es continua en el intervalo dado, por tanto por el teorema de Weierstrass la
funcién alcanza maximo y minimo absolutos en ese intervalo.

. . 1
El méaximo absoluto es 1 y lo alcanza para x=0 y el minimo absoluto esE y lo alcanza para

x=10 x=-1.
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